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VORREDE.

Die vorliegende Schrift entstand aus dem Wunsche, die

Uebersicht über die grosse Zahl der bekannteren Eigenschaften

der Curven dritter Ordnung möglichst zu erleichtern.

Dabei gab, abgesehen von anderen Schwierigkeiten, die

Beantwortung der Frage, welche unter den zur Anwendung

kommenden Sätzen aus der Geometrie der geraden Linie und

der Kegelschnitte einer näheren Erörterung zu unterziehen,

und welche als bekannt anzunehmen seien, zu mancherlei

ZAveifeln Anlass. Schliesslich schien es am angemessensten,

so wenig wie möglich vorauszusetzen.- Demgemäss ist fast

nichts als bekannt angenommen worden, als die harmoni-

schen Eigenschaften des vollständigen Vierecks und Vierseits

;

dagegen sind alle, oder doch fast alle Hülfssätze, welche bei

den Curven dritter Ordnung zur Anwendung gelangen, in

einer besonderen Abtheilung zusammengestellt. In den ver-

einzelten Fällen, in denen die Erörterung eines Hülfssatzes

unterlassen wurde, ist jedesmal auf solche Schriften verwiesen,

von denen angenommen werden konnte, dass sie in Jeder-

manns Händen sind.

Die Figuren wurden zwar in einigen Fällen von vorher

gezeichneten Curven abgenommen, meistens aber sind sie nur

symbolisch dargestellt, theils wegen der leichteren Ausführ-

barkeit, theils aber, weil sie so zur Uebersicht geeigneter

erschienen.

Unter den citirten Werken kommen die beiden folgen-

den: Salm on, A treatise on the higher plane curves. Dublin
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1852, und Creniona, Introcluzione ad una teoria geometrica

delle curve piane. Bologna 1862 (auch ins Deutsche über-

tragen von Curtze: Einleitung in eine geometrische Theorie

der ebenen Curven. Greifswald 1865) bei weitem am häu-

figsten vor. Daher sind die Titel derselben öfters in abge-

kürzter Form „H. pl. Cvs" und „Cve piane" angeführt, oft

auch gauz weggelassen worden. Ueberall da, wo hinter den

Namen Salmon oder Oremona ein weiterer Zusatz sich

nicht angegeben findet, sind demnach die angeführten Werke

zu verstehen.

In den am Schlüsse beigefügten Zusätzen sind einige

Bemerkungen, enthalten, deren Hinzufügung während des

Druckes als wünschenswerth erschien.

Die speciellen Modifikationen, welche die Eigenschaften

der Curven dritter Ordnung durch das Auftreten eines Doppel-

oder Rückkehrpunctes erleiden, wurden von der Behandlung

vorläufig ausgeschlossen.

Prag, 5. Juli 1871.

H. Durege.
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Erster Abschnitt.

Algebraische Hülfssätze.

§• 1.

1. Bedeutet u{x
x , x2 , x3 ) oder kürzer geschrieben ux

eine ganze rationale homogene Function n ten Grades von den

Variabein x
x , x2 , x.

ä , und bezeichnet man mit y x

}

y2 , y.,
ß
drei

neue Variabele
;
so soll unter dem Zeichen

die durch die Gleichung

A - r \ du . du . du

definirte Operation
7
und unter dem Zeichen

das Resultat der #-maligen Wiederholung dieser Operation

verstanden werden. (Salmon. Higher plane Curves, pag. 56.)

Alsdann unterscheiden sich die Ausdrücke

4y (ux), ^(V*), 4
y
y

(llx), etc.

von den totalen Differentialen du, dru, cPu, etc: nur dadurch,

dass die Grössen y t , y2 , yz
an Stelle der Differentiale dx

x ,

dx
2 , dx

d
getreten sind. Es ist demnach

4,(0 = Svi^, 4r(0 = zzykVi
d

u

d ,

J/M = S££mm ^rj^, u. s. w.,

wobei jedem der Indices h, i, k, etc. die Werthe 1, 2, 3 bei-

zulegen sind.

2. Hieraus folgen sofort folgende Eigenschaften dieser

Ausdrücke A\
r

d u s

(D '•' l J
«\i

(2) . . . .|-[4/(„„o]=^/~.(|).*)

*) Die Richtigkeit der ersten Formel leuchtet unmittelbar ein ; Für

die zweite ist eine Ableitung in [5] mitgetbeilt.

1*



4 Algebraische Hülfssätze. [2.

Bezeichnet ferner vx eine zweite Function von derselben

Natur wie üx , so ist

3. Wenn man die Operation /i aufs Neue auf einen

Ausdruck von der Form zJy
k {ux) anwendet, so sollen die dabei

auszuführenden Differentiationen sich auf die durch den Buch-

staben x, welcher als Index bei u steht , bezeichneten Varia-

bein beziehen. In diesem Sinne ist

d. h. wendet man die Operation k Mal mit den Grössen y

und l Mal mit den Grössen z an, so ist es gleichgültig, in

welcher Ordnung dies geschieht. So ist z. B.

und dann

J.\M.) = XZzh Z„ *

Ay (_J-}{Ui,Y) = ZZZy,zh zk g.,^'^-

Dasselbe Resultat erhält man aber auch, wenn man aus

Jy {ux) = Zy^ bildet z/c
2 (z/y «)).

4. Entwickelt man die Function

ü= u{x
x
+ Xyu x2 -f- Ay.,

;
Xj -f Ay

3)

nach Potenzen von A, so erhält man

Dies ergiebt sich mit Rücksicht auf [1] unmittelbar, wenn man
sich erinnert, dass die Taylor'sche Reihe in folgender Form

geschrieben werden kann:

ii(x
1 -J- dx { , x2

-\- dx.
2 , x

3 -f- dxs)

, 7 , d% u , d3 u . . rf

u

= u* -f du +^ + -^ + .
|

. + —j-

5. Wenn man in den Ausdrücken ^/ die Variabein ic

und */ mit einander vertauscht, so gilt die Beziehung

Ar! (n— ä)!
'



5.] Ugebraieche Hülfssätze.

d. h. es ist der Reihe nach

v*= „, > 4AU*) (n-l) i >

13 e weis. Setzt man

U= u{px^ -f lyu px
2 + Ay

2 , fta^g -f Ay
:i),

so kann man dies in doppelter Weise nach Potenzen von p
und X entwickeln. Zieht man nämlich einmal p" als Factor

heraus, wodurch man

U=[i». u \xi -f -£ //, , x2 + £ y2 , x3 + *
y3

)

erhält, so kann man dies nach [41 nach Potenzen von —
7 L J a

entwickeln und erhält, weun man wieder die Multiplication

mit ft" vollzieht

U= pu« + y^ kAy {u*) + ^^ Ay\ux) + . . .

Wenn man dagegen l" als Factor herauszieht, dann den ent-

stehenden Ausdruck

u== l '1

•
u Cx x

i + y <> f ^ + &> y xs + y3
J

nach Potenzen von ~ entwickelt und darauf wieder mit )."

multiplicirt , so erhält man

U= l»Uy + (l^-^x (Uy) +^^ Aj(Uy) + . . .

Da nun beide Entwiekelungen identisch sein müssen, so er-

giebt die Yergleickung der gleichnamigen Glieder die obigen

Beziehungen.

Zusatz. Hieraus erhellt die Richtigkeit der Formel (2)

in [2]. Vertauscht man nämlich x mit (/, so kann man die

Formel (1) anwenden und erhält



_a_
4yk (Ux)

Algebraische Hülfssätze. [5.

k\

(n-A)!
4*n~*M *' Jan-*(tj(»-*)!"* ^.

Da nun aber ^ vom Grade w— 1 ist, und n—1

—

(n—k)=k—

1

wird , so hat man

jn-k:
v. \ l Jk-

(n — k)\ ~* \dViJ (Ar— 1).!
y \dx

f

woraus die gesuchte Formel folgt, wenn man noch berück-

sichtigt, dass ,,_',, = A: ist.

6. Wenn in dem Ausdrucke <dy
k (ux) an Stelle der

Grössen yi die x t
gesetzt werden, so finden folgende Be-

ziehungen statt:

4x (ux) = n . uX) zJJ(ux) = n(n — V)ux , etc.

4jc {vx) = n{n — 1) ... (n — k -f- \)ux .

{Euler s Satz über homogene Functionen).

Beweis. Da« eine homogene Function nten Grades ist,

so ist für jede beliebige Grösse t

setzt man also t == 1 -f- l, so folgt

u{x
{

-\- Xx i} x2 -f- lx2 , xs -f- ^3) = (1 + K) n ux .

Entwickelt man nun beiderseits nach Potenzen von A, was link

nach [4], und rechts nach dem binomischen Satze geschieht,

so erhält man
X2 l

k

ux -f- l dx (ux) + gj
zJj (ux) + . . . + ^ z// (ux) + . . .

=^+ Ant/.+^^?^«x+ ...+ w(w~ 1) -^
W"^

^A*.tix .+ ...

und hieraus durch Vergleichung der gleichnamigen Coefficien-

ten die obigen Beziehungen. {Serret. Algebre sup. II. pag. 567.)

§• 2.

7. Eliminirt man aus zwei homogenen Gleichungen zwi-

schen drei Yariabeln x, y , z resp. von den Graden m und n,

eine dieser Variabein, z. B. z, so ist das Resultat der Elimi-

nation eine homogene Gleichung zwischen x und «/vom Grade mn.

Beweis. Bezeichnet man mit Uh und v/
t
homogene

Functionen hCen Grades der Variabein x und y, so kann man
die beiden gegebenen Gleichungen so schreiben:
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(1)

(2)

UQ z» -\- u
{
z"- 1 +

v
{)
zm -\- v

l
zm
~1 +

. + Unr-\ Z + Un =
. + Vm-i Z -f- Vm = 0.

Multiplicirt man nun die (1) nach und nach mit z"'~ l,z'"~2

,
... z, 1

und die (2) mit zn~x
, zn z, 1, so erhält man im

Ganzen n -j- m Gleichungen, in welchen die n -\- m — L

Grössen zn+m~i
, z"+m

-2
, . . ., z linear vorkommen. Die Va-

riable z wird daher dadurch eliminirt, dass man die Deter-

minante D aus den Coefficienten der Potenzen von z in jenen

n-\-m Gleichungen gleich Null setzt. Ist z. B. n==S, m= 2,

so heissen die Gleichungen (1) und (2)

u z3 -(- u
l
z2

-f- u2z -f- u3
=

v z 2 -\- v
{
z -\- v

2
= 0.

Multiplicirt man die erstere mit z, 1 und die zweite mit z 2
, z, 1,

so erhält man

UqZ 4 -=j- Wi-2
3 -j- M

2
2 2 -\~ U3

Z =
M 2 3 -j- Wj £2

-j- M
2
Z -f- M

3
=

V Z4
-f
- v\ Z

S -\- V2 Z
2 =

y z 3 -\- v
x
z3

-J- #
2 2 =0

!U' + Vi z + ^ = 0.

Die Elimination von z4
, z 3

, z
2
, z giebt dann

D =
o **i

u,

w
c

„ "2

= 0.

'0 "1 v
2

Um nun zu zeigen, dass die so gewonnene Determinante

D eine homogene Function von x und y vom Grade nm ist,

substituire man darin ix und tfy statt # und y. Dann gehen

Uh und Vh über in ^M/(
und t

h V/t
. Bezeichnet man die so ab-

geänderte Determinante mit D', so wird in unserem Beispiele

D' =

Man multiplicire nun, um in allen Elementen einer Columne

denselben Exponenten von t zu erhalten, die Zeilen der u der

un lu
Y

t
2 u2

*
3 w3

u iu
i

C U/ty v tlo

»0 tv
Y

t
2 v2

v tv
{

fv2

vn lv, t
2 V~
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Reihe nach mit 1, t, l
2

, . . . t'"—
1

, und die Zeilen der v mit

1, l, t
2

, . . ., t"'1 ; dann hat die Potenz von t, mit welcher D'

im Ganzen multiplicirt ist, den Exponenten

l+ 2+...+ (m-l)+l+2+ ...+(n-l)=^^+^)

,

man erhält dadurch
m(m— 1)+ h(«— 1)

t \ ~D\
Durch diese Multiplication haben nun aber die Columnen von

D' der Reihe nach folgende Potenzen von i als gemeinschaft-

liche Factoren erhalten

:

1, t, t
2

, ... vi+m-x
.

Zieht man diese alle heraus, so erhält man als Factor der

ursprünglichen Determinante D eine Potenz von t mit dem

Exponenten
-i i n i i / i i\ (n-[-m)(?i-\-m—1) , m(m— l)-{-n(n— 1)1+24- ...+ (ti-\-m— 1)=—!—-— J

-= nm-{-— -£-— •

Daher ergiebt sich

m{))i—l)-\-n(/i—1) m(m—l)+»(w— 1)
x nm-\ -

t
2

B' = t
2 D

oder
D' = t

nm J),

und folglich ist D in der That eine homogene Function vom
Grade nm.

8. Ist u eine homogene Function nlen Grades von x und y
und daher u = eine Gleichung nten Grades für die Un-

bekannte — , so besteht die Bedingung, dass diese Gleichung

zwei gleiche Wurzeln hat, in den Gleichungen

ou
^-' =

dx ' dy

Beweis. Setzt man — = £ und bezeichnet die oben er-
y

wähnte Gleichung mit /"(§) = 0, so ist

u = y
n
f{Z)-

Nun hat die Gleichung /"(£) = zwei gleiche Wurzeln, wenn

gleichzeitig /(£) = und ~ — ist. Es ist aber -^- = —
° ° v ' fl§ dx y
und daher

^ _ „n-l *£
dx y di>

folglich können die letzten Bedingungen ersetzt werden durch
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v = und 5- — 0.
ax

Nach dem ZiWtfr'sehen Satze [6] ist aber

1/5« ,
du\U==

~n (
X
te + 'J Wy)

folglich ist auch ~- = 0. Weun umgekehrt
' w

und " gleich-

zeitig verschwinden, so ist auch u— und daher verschwin-

den auch /(!) und j\ gleichzeitig.

9. Um nach diesem Satze die Bedingung zn finden, unter

welcher die cubische Gleichung

(1) ax3 -j- bx 2 -\- ex -\- d —
zwei gleiche Wurzeln hat , setze man

u = ax'3 -f- bx
2y -f- cry

2
-f- dy

3

und bilde

&c
= oax2

-f 2öa;y + cy2 = 0,

d± = bx 1
-f 2cxy + 3 tfy2= 0.

Eliminirt man hieraus einmal x2 und dann y
2

, so erhält man
nach Unterdrückung der Factoren y und x

{2b2 — 6ac)x + (ftc — 9a tf) y =
(&c — 9adja;-j- (2c2 — 6&<% = 0,

und hieraus durch Elimination von x und y

(bc — 9ad) 2 — 4{b2 — 3«c)(c2 — Ud) = 0.

Dies ist die gesuchte Bedingung für die Gleichheit zweier Wur-

zeln der Gleichung (1). Durch Entwicklung und Division

mit 3 lässt sie sich auch in die Form

b2 (4bd — c2
) + a(4c3 — lSbcd + 21 ad2

) =
bringen. (Salmon. pag. 296.)

§. 3.

10. Bedeuten 1 , a , a2 die Cubikwurzeln der Einheit, so

ist identisch

(x -\- y -j- z) {x -f- ay -}- u2z) (x -f- a
2y -{- az)= x 3 -\- y

3 -j- z3— oxyz.

Dies ergiebt sich unmittelbar durch Ausführung der Multipli-

cation unter Berücksichtigung der Gleichungen cc
3 = 1 und

1 -j- cc -J- tr = 0.
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Da der rechts stehende Ausdruck in Beziehung auf x, y, z

symmetrisch ist, so ändert sich auch der links stehende Aus-

druck nicht, wenn man x, y, z mit einander vertauscht. Daher
ist gleichzeitig

%?+ ?/
3 ~\- z

'

s— 3xyz= (x-{-y-\-z) (x-\-ay-\-a2z) {x -\- a 2
y -f- ccz)

= {x-\-y -\- z)(ax-\-y -\- cfz) (u~x-{-y-\-az)

= (x-{-y-\-z)(ax-\-a2y-\-z)(u 2x-\-ccy-\-z).

Substituirt man in der ersten dieser Gleichungen ax für x,

so folgt

x3 -{-ys-\-z3— ?»axyz=={ax-\-y-\-z){ax-\-ay-\-a2z){ax-\-a 2y-\-az)

= a2
(«x+y -f z) (x+ a y+ z) (x+y+az),

und wenn man cfix für x substituirt,

x3
-\-y*-\-z'

s—3a2xyz=(a2x-\-y~\-z)(a2x-\-ay-\-a2z)(a 2x-\-a'}y~{-az)

=cc(cc2x -\-y-\-z)(x-\- a2
y -\- z) (x -f- y+ a2z),

Zweiter Abschnitt.

Hülfssätze aus der Geometrie der geraden Linie.

§• 1-

11. Bedeuten g und r\ die recht- oder schiefwinkligen

Coordinaten eines Puncts, und besteht zwischen diesen eine

lineare Gleichung: k§ -f- ßr\ -f- y — 0, so ist der Punct (§, rj)

veränderlich und beschreibt eine gerade Linie. Bezeichnet man
nun mit x

{
, x

2 , x
3

drei Grössen, welche linearen Functionen

von £, v\ proportional sind, indem man setzt

x\ : x2
:x

3= a
l
^ r̂ ß l

rj-\-y
l

: ß2 ^+ /
32^+ 72

: «sZ+ ßsV+ rst

oder mit Anwendung eines Proportionalitätsfactors q

x
x
= 9(«J + ß v n -f- yi)

(1) x2
.= Q(a,l-\-ß2 7] + y2 )

so bemerkt man sogleich, dass die Werthe von | und rj daraus

bestimmt werden können, so bald die beiden Verhältnisse

der drei Grössen xi7 x
2 , x3

gegeben sind. Durch diese Ver-

hältnisse wird also ein Punct in der Ebene fixirt. Besteht
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aber zwischen. ihnen eine lineare, und daher zwischen x
i}
x

2, xz

eine homogene lineare Gleichung von der Form

a
{
x

i -f" a
2x2 -f- ^u^jj = 0,

so erhält man, wenn man hierin die Ausdrücke (l) substi-

tuirt, eine lineare Gleichung zwischen £, r\. Der von den Ver-

hältnissen von xif x
2 , x3

abhängige Punct ist also alsdann

veränderlich, muss aber eine gewisse Gerade beschreiben. Be-

zeichnet man ferner mit Xif X2 , Xz
drei homogene lineare

Functionen von x
{ , x2 , x.

ä , indem man setzt

(sjj -A-2 === &\ *^l ~T~ ^2 *^*> ~l ^3 ^3

j\. n - VC* ÖG-% "| City OL'kx
j

Mo **s*\j

(worin die rechten Theile ebenfalls mit einem willkürlichen

Proportionalitätsfactor behaftet sein können), so behalten die

Grössen X
l}
X

2,
X

3
die beiden vorhin von den Grössen xv x2 , xz

bemerkten Eigenschaften bei. Nämlich : sind die beiden Ver-

hältnisse der X gegeben, so kann man mittelst der vorigen

Gleichungen die beiden Verhältnisse der x, und dann mittelst

der Gleichungen (1) die Werthe von £, ij bestimmen. Die

beiden Verhältnisse der X bestimmen also die Lage eines

Punctes. Besteht ferner zwischen den X eine homogene lineare

Gleichung 1)^ X
i -f- b2X2 -f- b

3
X

3
= 0, so wird diese durch Sub-

stitution der Ausdrücke (2) eine homogene lineare Gleichung

zwischen den x, und durch Substitution der Ausdrücke (1) eine

lineare Gleichung zwischen £ und 77. Wenn demnach zwischen

den X eine homogene lineare Gleichung besteht, so beschreibt

der durch die Verhältnisse der X bestimmte Punct eine gerade

Linie. Man sieht übrigens, dass die Grössen X von den x
nicht wesentlich verschieden sind; denn substituirt man in

(2) die Ausdrücke (1), so werden die X lineare Functionen

von £ , rj , die sich von den x nur durch die Werthe der Con-

stanten unterscheiden.

12. Hieraus fliesst folgende Definition: Unter homogenen
Punctcoordinaten werden irgend drei Grössen x i} x2 , a;

3
ver-

standen, welche folgende zwei Eigenschaften haben, dass 1)

durch ihre beiden Verhältnisse die Lage eines Punctes in der

Ebene bestimmt wird, und dass 2) der von diesen Verhält-

nissen abhängige Punct eine gerade Linie beschreibt, wenn
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zwischen jenen Grössen x1} x2 , x3 eine homogene lineare

Gleichung besteht. — Denn wenn diese Bedingungen erfüllt

sind, kann man die Grössen x
i
x2

x
3

linearen Functionen

zweier Parallelcoorclinaten proportional setzen, d. h. drei

Gleichungen von der Form (1) aufstellen*).

13. Die einfachsten Gleichungen gerader Linien, die man
in homogenen Punctcoordinaten bilden kann, sind die fol-

genden
x

i
=0, x2

= 0, x% =
oder nach (1) in Parallelcoordinaten ausgedrückt

"iS+M+ ri=°; «•>£+ /
32^-r-r2=°> «

3 £+ /V>2+ n= -

Das von diesen Geraden gebildete Dreieck heisst das Fun-
damentaldreieck (Coordinatendreieck) , und auf dieses be-

ziehen sich xlf x
2 , x

s
als Coordinaten eines Puncts. Die

den Seiten x
t

= 0, x2
— 0, xs

= desselben der Reihe nach

gegenüberliegenden Ecken sollen künftig mit 7, II, III be-

zeichnet werden. Führt man statt der x drei lineare homogene

Functionen derselben, X, als Coordinaten ein, so beziehen sich

diese auf ein Fundamentaldreieck, dessen Seiten sind:

X
x
= 0, X

2
= 0, X.

A
= 0.

14. Die homogenen Coordinaten x
1} x2 , x3

eines Punctes

sind von den Perpendikeln, die man von diesem Puncte auf

die Seiten des Fundamentaldreieckes herablassen kann, nur

durch constante Factoren verschieden; jedoch kann bei jedem

der drei Perpendikel der constante Factor einen anderen Werth

haben.

Beweis. Ist a£ -j- ßr] -f- y = die Gleichuug einer

Geraden in Parallelcoorclinaten, und to der Coordinatenwinkel,

so ist die Länge p des von einem Puncte (£, rf) auf diese Gerade

gefällten Perpendikels {Salmon. Anal. Geom. d. Kegelschn., deutsch

von Fiedler, 2. Aufl. pag. 31.)

sin co (a g + ß rj + y)
V

fcc2 -\-ß 2 — 2 aß cos co
;

*) Dieser Definition steht die folgende gegenüber: Unter homogenen

Liniencoordinaten werden irgend drei Grössen verstanden, welche die

Eigenschaften besitzen, dass 1) ihre beiden Verhältnisse die Lage einer

Geraden in der Ebene bestimmen, und dass 2) die von diesen Verhält-

nissen abhängige Gerade sich um einen Punct dreht, wenn zwischen

jenen Grössen eine homogene lineare Gleichung besteht.
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oder setzt man

— 4
so ist

fa* + ß
2"— 2a/fcos co

/>== //(«§ -f /3^ -f y).

Darin hängt die Grösse A nur von der Lage der Geraden,

keinesweges aber von der Lage des Punctes ab, behält also

für alle Puncto denselben Werth. Nimmt man nun die Seiten

des Fundamentaldreiecks als die Geraden an , auf welche von

dem Puncte (£, rf) Perpendikel gefällt sind, indem man den

Constanten a, ß, y und dann auch A und p Tndices beifügt,

so hat man

P\ =^i(«i£ + ßiV + Y\)

p2
= A2 (a2 l -f- ß,rj + y 2 )

, Pz = A
s («3 £ + 03 V + 7a) >

und dann wegen der Gleichungen (1) in [11]

P\ '• P% '• P3 == A
x
x

x
: A2x2 : A3x3 ,

oder mit Anwendung eines Proportionalitätsfactors q

(1) P\ = QA X \> P2 = QAx ->> vz = QA.
i
xv

15. Der vorige Satz macht es möglich, über die Vor-

zeichen, welche den homogenen Coordinaten eines Punctes

/bei dessen verschiedenen Lagen beizulegen sind, etwas Be-

stimmtes festzusetzen. Bekanntlich wechselt das von einem

Puncte auf eine Gerade gefällte Perpendikel das Vorzeichen,

wenn der Punct die Gerade überschreitet. Nach den vorigen

Formeln kommt daher dieselbe Eigenschaft der Coordinate Xi

zu, wenn der Punct die Seite Xi= des Fundamentaldreiecks

überschreitet. Nun theilt jede Fundanientalseite die Ebene so

in zwei Theile, dass das Fundamentaldreieck sich ganz in dem

einen dieser beiden Theile befindet. Daher wollen wir fest-

setzen, dass das von einem Puncte auf die Seite rt\- = ge-

fällte Perpendikel pi dann als positiv betrachtet werden soll,

wenn der Punct in demjenigen der beiden durch die Gerade

Xi— von einander getrennten Theile liegt, in dem sich das

Fundamentaldreieck befindet, negativ, wenn er in dem andern

Theile liegt. Sind dann für ein bestimmtes System homogener

Coordinaten die Verhältnisse der Grössen A gewählt, so be-

stimmen sich hiernach auch die Vorzeichen der Coordinaten.



14 Hülfssätze [16.

16. Alle in unendlicher Entfernung befindlichen Puncte

können als auf einer geraden Linie liegend angesehen werden,

welche die unendlich ferne Gerade heisst. Die Gleichung

derselben ist

wenn su s
2 , s3 die Längen der Seiten des Fundamentaldrei-

eeks bezeichnen.

Beweis. Um die Coordinaten des Durchschnittes zweier

Geraden

(1) a
l
x

i
-\- a

2 x2 -f- a
3
x

3
= 0, b

i
x

1 -f- b2x2
-\- b^x

3
=

zu bestimmen, hat man aus diesen beiden Gleichungen die

Verhältnisse der x zu berechnen. Das giebt

(2) x
x

: x
2

: x% = a2 bz — %&2
: a.^b^ — a^b^ : a

x
b
2
— a

2
bv

Man kann aber auch noch anders verfahren. Verbindet man
nämlich den Punct (x

x
x

2
x3 ) durch gerade Linien mit den

Ecken des Fuixlamentaldreiecks , so wird dieses in drei (posi-

tive oder negative) Dreiecke zerlegt. Nennt man daher F
den doppelten Inhalt des Fundamentaldreiecks , so hat man
mit Berücksichtigung der in [15] gegebenen Zeichenregel

oder nach den Formelu (1) in [14]

p(si AA x x -J- s2 A2 x2
-\- s^A^x^) = F.

Man kann nun diese stets stattfindende Gleichung den

Gleichungen (1) hinzufügen und dann Ausdrücke für die Coor-

dinaten des Durchschnittspuncts selbst finden. Setzt man

' a
\

a
i

Cl
3

lh b2 b, = D,

so giebt die Auflösung jener drei Gleichungen
F* F*

*\ = -ß i
aih — a

i
b

-i) ,
x

-z
—

^j) («3 & i
— a

\ h)

,

welche Ausdrücke freilich wegen des willkürlichen Factors q

nichts anderes besagen, als die Gleichungen (2). Sie sind aber

geeignet, erkennen zu lassen, was geschieht, wenn die Ge-

raden (1) parallel sind, also ihr Durchschnitt ins Unendliche

rückt. In diesem Falle muss mindestens eine seiner Coordi-
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naten unendlich gross werden, d. h. es muss D = sein.

Allein das Verschwinden dieser Determinante ist das Resultat

der Elimination der Coordinaten aus den Gleichungen

a
x
x

{
-{- a

2
x2 -f- «

3 ^3 =
&! x

x -f- b
2 x2 -f- #

3 #3 =
s

t
A

x
x

v -f- s2 ^42 i>;2
-{- s3 -43 a?3

= 0.

Daher kann ein unendlich entfernter Punct als der Durchschnitt

der beiden parallelen Geraden (1) mit der Geraden

betrachtet werden, und da diese letzte ungeändert bleibt, wenn

man die parallelen Geraden varhrt, so können alle unendlich

fernen Punkte als auf dieser Geraden liegend angesehen werden..

17. Unter den unendlich vielen Arten homogener Coor-

dinaten, welche denkbar sind, und die aus der Verschieden-

heit der Werthe von Al} A
2 , A3

in [14] entstehen, sind be-

sonders drei hervorzuheben:

1) Hessesche homogene Coordinaten. Diese sind

die einfachsten unter allen und entstehen, wenn die Verhält-

nisse — und — statt der Parallelcoordinaten eingeführt wer-
x3 cc3

den. Da dann für alle im Unendlichen liegenden Puncte

x
s
— ist, so ist dies die Gleichung der unendlich fernen

Geraden; das Fundamentaldreieck besteht daher hier aus den

beiden Coordinatenaxen und der unendlich fernen Geraden.

2) Perpendikelverhältnisse. Die Verhältnisse der

von einem Puncte auf die Seiten des Pundamentaldreieckes

gefällten Perpendikel werden direct als die Coordinaten dieses

Punctes betrachtet. Die Coefficienten Alf A27 A3
werden daher

dann einander gleich angenommen, und dadurch wird die

Gleichung der unendlich fernen Geraden:

3) Schnittverhältnisse. Diese wurden von Chasles

aufgestellt (Geometrie supe"rieure. pag. 341. Cremona art. 36),

hängen aber aufs Innigste mit den Variabein zusammen, auf

denen der barycentrische Calcul von Möbius beruht. Sie be-

stehen in Folgendem. Zieht man durch den Punct x, dessen

Coordinaten x if x27 x3
sind, und durch die Ecken I,J7,IIl

des Fundamentaldreieckes drei Gerade, welche die gegenüber-
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liegenden Seiten in l,m,n schneiden, so werden die Verhält-

nisse der Abschnitte, in welche die Fundamentalseiten durch

die letzteren Puncte getheilt werden, als die Coordinaten be-

trachtet, indem man setzt

In : nll= x2 : x17 II l \l III= x
3 : x

2 , Ulm : ml= x
i
:xi

.

Dies ist gestattet, weil nach dem Satze von Ceva (Chaslcs.

Geschichte der Geometrie. Deutsch von Sohncke. pag. 301)

In .111. Ulm
1

nll .1111 . ml

ist. Um die Beziehung dieser Schnittverhältnisse zu den

Perpendikeln zu erfahren, sei

(Fig. 1.) In = q2 , nll = gv
IIIIIn= cc, nIIII=ß, so hat

man

Fig. 1.

m

<i\
sin cc q2 _ sin ß
sin 11' Hin sin / ;III

also

q x
x

x
sin a sin /

q2 oc2 sin ß ' sin II

Bedeuten aber p x , p 2
die von x auf die Seiten x, == und

x2
= gefällten Perpendikel , und s

{ , s
2

die Längen dieser

Seiten, so ist

sin cc p
{

sin / s
t

sin ß p2
' sin II s2

und daher

Xi S
t Pi

Demnach folgt

^2 *2 Vi

9
x

x

'. iUf) m Oßo ' 6* JJi • ^o/'o ' «

oder

CC\ OCn OOo

Die Coefficienten A in [14] werden daher in diesem Falle

lll
A~ : A*. =

H

und damit erhält man die Gleichung der unendlich fernen

Geraden

:

Ob 4 I &0 I
*k/<\ " w«
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18. Bezeichnet man mit x
{

, x.,, x3
und //,. y.i} y. die

homogenen Coordinaten zweier Puncte x und y, so siml die

Grössen

Z
\
= x

\ + l V\, z -> = *> "f k <J>, H '= X3 + l,J:

für jeden Werth von X die Coordinaten eines Punctes, der

auf der Verbindungslinie xy liegt.

Beweis. Bei veränderlichen c ist

OZi + bZi _j_ ex% = Q

die Gleichung einer Geraden. Geht diese durch die Puncte

x und y, so ist auch

ax
{ -f- bx

u -f- ca;3 =
«Ui + &^2 + '</:; = °-

Durch Elimination von a
}

b, c erhält man daraus

z
\

z
2

z
3

^i v% y-i
I

welches bei veränderlichen z die Gleichung der Geraden xy
ist. Diese Determinante verschwindet aber nicht bloss, wenn
man statt der - die x oder </ substituirt, sondern auch dann,

wenn man setzt

zt = x; -f Kiji (i = 1, 2> 3)

;

daher sind dies die Coordinaten eines Punctes der Geraden xy.

19. Bedeuten z;=x,;-\-Xyi die Coordinaten eines Punctes

z, welcher [18] auf der Verbindungslinie xy der Puncte x
und y liegt, so ist die Grösse X proportional dem Verhält-

nisse der Abschnitte xz und yz, in welche die Strecke xy
durch den Punct z getheilt wird, nämlich es ist

X*=k —

.

y -

worin k eine ganz willkürliche Grösse bedeutet, die aber den-

selben Werth behalten darf, wenn x und y fest bleiben.

Beweis. Auf die Seite -, = des Fundamentaldreieckes

fälle man aus den Puncten x, y, z Perpendikel und nenne

dieselben resp. p;, qi7 r,-
;
so ist (Fig. 2)

xz y z

ri~ Vi
~~

', — 9i

Duk£ge, Curven dritter Ordnung. 2



Fig. 2.

%^
P^V .

2x^^

°;
*i Vi
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oder

, N. XZ
\Ti — <li)

-
z
= ri-~ Ph

und wenn man der Kürze wegen

— = a setzt

,

(1 — [i) r'i=pt
— [iq,-.

Drückt man nun nach (1) in [14]

die Perpendikel durch die Coordinaten aus, indem man die

bei den Puncten x, y, z auftretenden Proportionalitätsfactoren

resp. durch q, q ,
q" bezeichnet, so ist

Pi = q Ai Xi , Qi = Q Ar y, , rt = q" Ai Zi

,

und man erhält

(1 — ll)Q"' ÄiZi = QAiXi pQ Ailji

oder

z,:=«

(!-/*)(?" 9

und daher

Zo P f V\ %2 ^ -
y-i

: x
-6
— v- - y%-

Es stellt sich mithin wiederum die schon in [18] ermittelte

Form für die Coordinaten eines auf der Geraden xy liegenden

Punctes z ein. Ausserdem aber ergiebt sich, dass man hat

A = p
XZ

y z '

und darin ist zwar k eine willkürliche Grösse, die

aber von der Lage des Puncts z ganz unabhängig ist, und

welcher daher stets derselbe Werth beigelegt werden kann,

so lange die Puncte x und y fest bleiben.

Zusatz. Da sich für jeden Punct z auf der Geraden xy
der Werth des Schnittverhältnisses xz : yz angeben lässt, so

folgt aus dem Vorigen, dass die Coordinaten jedes Punctes

auf dieser Geraden in der Form z.{ = x,
;.-f- 'kyi geschrieben

werden können.
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20. Bezeichnen a, und b ( die Coordinaten zweier Puncte

a und b, Cj und öf
?
- die Coordinaten zweier anderen Pallete c

und d , welche beide auf der Geraden ah liegen, so ist

a = üi -f- hbi, di = üi -f- A'bt .

Nach [19] ist dann

daraus folgt

, , , n c (i d
*'• A =

h'c
:

hd'

Dieses Verhältniss heisst ein Doppel Verhältnis* (Doppel

-

schnittverhältniss
;
_ (ratio bissectionalis) (Mö'bius. Der barycen-

trische Calcul. Leipzig 1827. pag. 244) der vier Puncte a , b , c , d

und wird bezeichnet durch

a c ii d , 7 ,,

Vr ' bä = i
f<hc d )-

Bei dieser Bezeichnung ist die Ordnung, in welcher die Buch-

staben auf einander folgen, von wesentlichem Belange, weil

das Doppelverhältniss bei einer anderen Combination der Buch-

staben einen anderen Werth erhalten kann. In Beziehung

hierauf gelten folgende Sätze:

21. Ein Doppelverhältniss von vier Puncten bleibt un-

geändert, wenn man die beiden ersten Elemente mit den

beiden letzten vertauscht, ohne die Ordnung jedes Paares zu

ändern, d. h.

(a b c d) — (c d a b).

Denn man hat nach [20]

z , 7 % c a eh ii <- bc ac u d , , ,.

[c d a &) = —:—=— : T- = -—:—- == (a b c d).
v J da dti ii d od bc b d v '

22. Vertauscht man in einem Doppelverhältnisse die

beiden ersten Elemente mit einander, oder die beiden letzten,

so nimmt dasselbe den reeiproken Werth an, d. h. es ist

{b a c d) = -

—

;

——
,

(a b d c) = —-.
—

-rr
v ' {a b < d) ' y ' (ß b c d)

9*
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Beweis. Es ist nach [20]

^ '

ac 'ad. ac ad (ab c d)

bc ' bd

Da man nach [21] die beiden letzten Elemente zu den beiden

ersten machen kann, ohne dass das Doppelverhältniss sich

ändert, so gilt die bewiesene Eigenschaft auch von den beiden

letzten Elementen.

23. Vertauscht man in einem Doppelverhältniss die

beiden inneren Elemente mit einander oder die beiden äusse-

ren, so ist die Summe des neuentstehenden Doppelverhältnisses

und des ursprünglichen gleich Eins, d. h.

(a c b d) -f- [ab cd) = 1

,

(d b c a) -\- (a b c d) = 1

Beweis. Aus den beiden Identitäten

ab -f- bc = ac ad = ab -j- bd

folgt durch Multiplication

ab . ad -\- bc . ad = ac . ab -\- ac . bd,

und hieraus durch Umstellung

ab (ad — ac) -(- bc . ad — ac . bd ==,0

oder

a b . c d -f- b c . a d -\- c a . b d= 0.

Dividirt man nun mit bc . ad, so folgt

also

d. h.

ab . cd . , | ca .bd ,

.

bc . ad bc . ad '

1
ab . cd . ac . bd ab ad . ac ad

cb . ad ' bc . ad cb'cd'bc'bd

(aebd) -f- (abcd) = 1.

Macht man wieder die beiden letzten Elemente zu den beiden

ersten [21], so folgt dieselbe Eigenschaft auch für die Ver-

tauschung der beiden äusseren Elemente.

24t. Unter den 24 Doppelverhältnissen, welche sich aus

den Abschnitten zwischen vier Puncten bilden lassen, sind

je vier einander gleich, z. B.

(abcd) = (bade) = (cdab) = (deba))
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denn mau kann zuerst den Satz [22] gleichzeitig auf die beiden

ersten und auf die beiden letzten Elemente, und dann auf die

ursprüngliche und auf die neue Form den Satz [21] anwenden.

(Wendet man auf eine dieser vier Formen den Satz [23] gleich-

zeitig für die inneren und die äusseren Elemente an, so erhält

mau keine neue Form.)

Daher giebt es unter den 24 Doppelverhältnissen nur

sechs von einander verschiedene-, von diesen sind nach [22]

drei die reeiproken Wertlie der drei übrigen, und nach [23]

ergänzt sich jedesmal eines mit einem der übrigen zu Eins.

Wählt man nun unter den sechs verschiedenen Werthen der

Doppelverhältnisse drei solche aus, dass unter diesen keine

zwei einander reeiprok sind, und auch keine zwei sich zu

Eins ergänzen, so heissen diese drei fundamentale Doppel-

verhältnisse {Cremona art. l). Die drei übrigen sind dann die

reeiproken Werthe" der vorigen und bilden ebenfalls drei fun-

damentale Doppelverhältnisse. Setzt man z. B. (ab cd) = jt,

so folgt aus [22] und [23]

(ab de) = — und dann (adbc) = 1 =

(aebd) = 1— (i und dann (aedb) = _ •

Demnach sind

(abcd) = (i
}

(acdb)= r^ >
(adbc) = ^-^

drei fundamentale DoppelVerhältnisse, und

(abde) = —
,

(aebd) =1 —
t
u, (adeb) = —-

—

ebenfalls.

25. Wenn das Doppelverhältniss (ab cd) den Werth — 1

hat, so sind die Puncte a, b, c, d vier harmonische Puncte,

und zwar sind die Elemente von jedem der beiden Paare ab

und cd einander in Beziehung auf das andere Paar zugeord-

net. Wenn daher zwei Puncte die Coordinaten

Xi + li/i und xi — kiji

haben , so sind sie einander in Beziehung auf die Puncte x
und y harmonisch zugeordnet, denn das Doppelverhältniss ist

dann nach [20] gleich — 1. Und umgekehrt.
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26. Wenn von drei fundamentalen Doppelverhältnissen

zwei einander gleich sind, so hat auch das dritte denselben

Werth, welcher dann gleich einer imaginären Cubikwurzel

aus — 1 ist. Die drei anderen fundamentalen DoppelVerhält-

nisse sind dann ebenfalls einander gleich, und gleich der zweiten

imaginären Cubikwurzel aus — 1. Vier Puncte, deren Dop-

pelverhältnisse diese Eigenschaft besitzen, heissen aequian-
harmonische Puncte (Cremona art. 27.)

Beweis. Wenn von den drei fundamentalen Doppel-

verhältnissen [24]

(et b c d) = jx, (a c d b) = ——
,

(a d b c) = —— -

die beiden ersten einander gleich sind, also p = _ f, so ist

jtt eine Wurzel der Gleichung fi
2 — [i •

-J- 1 = 0, aus welcher

=== (i folgt, sodass auch das dritte Doppelverhältniss den
f
1,

Werth fi hat. Nun ist aber

mithin ft eine der beiden imaginären Wurzeln der Gleichung

ji
3 = — 1 , und da das Product dieser beiden Wurzeln gleich

-f- 1 ist, so ist der reeiproke Werth von p die andere ima-

ginäre Cubikwurzel aus — 1.

27. Bedeuten x
t
x? x3

x± die Abstände von vier Puncteu

12 3 4 einer Geraden von einem festen Puncte derselben,

und sind diese vier Grössen die Wurzeln einer Gleichung

vierten Grades von der Form

(1) axi
-f Ux" -j- 6c

x

2
-f 4dx -f e = 0,

so ist die Bedingung, dass jene vier Puncte bei irgend einer

Zuordnung harmonisch sind, die folgende:

ace -\- 2bcd — ad? — eb 2 — c% — 0.

Beweis. Wenn vier Puncte bei irgend einer Zuordnung

harmonisch sind, ihr Doppelverhältniss bei dieser Zuordnung

also gleich — 1 ist, so ist der reeiproke Werth desselben

ebenfalls gleich — 1. Daher haben die 24 Doppelverhältnisse

nach [24] nur drei von einander verschiedene Werthe, und

diese gehören den drei fundamentalen Doppelverhältnissen

(2) (12 3 4), (13 4 2), (14 2 3)
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au. Hat eines derselben den Werth — 1 , so haben die beiden

anderen resp. die Werthe | und 2 , und alle übrigen Doppel-

verhältnisse erhalten einen dieser drei Werthe. Demnaeh sind

diese drei Anordnungen die einzig möglichen , in denen die

vier Puncte auf verschiedene Art einander paarweise harmo-

nisch zugeordnet sein können. Betrachten wir die erste An-

ordnung, so ist

(12 3 4) = - 1 oder g : g — —

1

und daher

13 . 24 -f- 14 . 23 = 0.

Beachtet man nun, dass x'X = x% — xx ist, so schreibt sich

diese Gleichung

3
— x

s )
(x

4
— x2) -f- (xA — x

i )
(xs — x

2)
=

oder entwickelt

Acldirt man zu derselben die aus (1) folgende Gleichung

00 1 0C<y |~ Ob i iAso ~~i Ob* Obj I JCc) Jbo "T Jbc) Ob \ ~~j tV'j Jb « =^ *

so erhält man nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen

Factors 3

1 ° * n

Diese Gleichung findet bei der Anordnung (12 3 4) statt. Da
6c

nun der Ausdruck für — in den Wurzeln symmetrisch ist, so

erhält man für die beiden anderen Anordnungen (13 4 2),

(1 4 2 3) durch entsprechende Vertauschung der Indices

x
\
x

-i ~r x
\ %2 ~ä

==

_l_
"
2 c - - oOb* Ob i I vC<y Obo —

—

\J.

Von diesen drei Gleichungen kann immer nur eine Statt finden,

weil von den drei Doppelverhältnissen (2) immer nur eines

den Werth — 1 haben kann. Man erhält daher die noth-

wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die vier
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Puncte 12 3 4 in irgend einer Anordnung harmonisch sind,

ausgedrückt durch die Gleichung

( _i_ — 2—\( _L üfV _l _ 2c\—n

Tn dieser ist der linke Theil symmetrisch in den Wurzeln,

und lässt sich daher durch die Coefficienten der Gleichung (1)

rational ausdrücken, wenn man die Gleichungen

2jX\ = Xy -\- x2 -f- xs
-j- xi

= —

>; 'V* 'Y* —

-

- /V» T» _ *Y* 'Y* _ I 'Y* -T* I -Y* •'V* - i
/Yt 1f* _ s "Y* 1*

y - | |
,4^

e

berücksichtigt. Die Entwicklung giebt zunächst

2c
|
lo/j «A/o "T"" •A/otJi/ 1 ) ^'^'1*^'^ —j— OC<yOü\)

[
\00 xOC9 ~™| tX'O *£A) \p&\ ™A \

*^0 ™*~\)

~T \*^1 wo
f

duty J0\\ Vi 4 I

*a^9 «a/O ) I

,4 c2 ,
i _±_ _l_ i _I_ \ ^°

3

O
'

ä2 ^ 1
*^2 """ "^l ^3 ~T~ ^1 *^4 "T "^2 ^3 ~T ^2 ^4 I

"^3 "^4/ ~^3 V>

wofür wir abgekürzt schreiben

(3) P-^ + ^.^- 84 = .
v J a ' al a a3

Nun ergiebt sich

Tß ~\
] sy* ö sy+ >y sy» > T 'yi Z -y* Z yy* Z

JT ' ^J *AS\ *As<J «A/O «AV J dmmi »ÄV A *ASt\ *A/0 *

und es ist

\ T
sy* O sy y 'y* _^_ y* <y* -y* -y* ( y* Z I y* Z 1

,
/y* Z | <y* Z \

*«.•'
|

*A^9 «/•>» t-t'* —— tO| liAt^oU/j l iVj *~1 tAsty \ «A/o —r- t,t/^ l

- £ Z 16 ^2
o ^f\ 16 e62 _ 12 ec

a l a2 ' a ) a3 az

>* ,-y* Z ty* Z y* Z __— __^ T^ /V O" 0™ *>* ^ J
y* >y*

*~J *Aj 4 tÄJcx tA-'ti '

rt —
' tAs i \Aj(\ tAVo tAs » jiW tAV< *A/o

also

16 rf
2 p e 6c lßrf2 12ce

a2 an a2 a2

P= 16 *V- 24^+16^-
/7V rt* //*
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Ferner

""I"
-

t(/| JÜry JL/ A \ 1.V
|

I JÜ** I * J / I
«-VQ «* •» •

*
I ( <-(/•) I *// O ~T iti I

= .f,.r
2
a7

3
f — -j- .»•,

J
-f- xl

x2x4
l— -f- x3 \

+ *i«s»4 (^ + ^2) + ^Vi(^ + J: i)]

T 4* 4rf , 4e~| 16 6(1 4e
_

ß ß ' a \ a2 a

Nach Substitution der Ausdrücke für P und Q in (3) erhält

man daher

l±LpL _ 24 q + 16 £ - ^ (16 ^ ~^\ + 16 ^ =«^ a* ' ß'1 ß \ a* a I ' uä

und dann nach Multiplication mit a 3 und gehöriger Reduction

b'
l e — aec + ad2 — 2bcd + c3 = 0,

welches mit umgekehrtem Zeichen die obige Bedingung ist.

(Cremona art. 6. Sulmon. Lessons introduetory to the modern higher

algebra. pag. 100.)

28. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, welche

zwischen den Coef'ficienten der Gleichung (1) in [27] statt-

findet, wenn die Wurzeln der letzteren vier aequianharmo-

nischen Puncten angehören, ist

ae — Ucl + 3c2 = 0.

Beweis. Nach [26] sind die vier Puncte 12 34 aequian-

harmonisch, wenn

(1 2 3 4) = (1 3 4 2)

d. h.

13 . 14 _ 14 , 12

23
:

24
~~

34
:

32

ist. Durch die Wurzeln ausgedrückt erhält man hieraus

(x3
— X,) (x4 — X2 ) (Xj — Xj

)
(x2
— x3) __ ~

(x3 — x2 )
(x4 — x

t ) (x, — x3 )
(x2 - Xi)

oder

0'3— x
l) O'J—xt) fo~x

s) (X2— xl) + i-
v
2—XS? (

x
i
— «l)

2= 0.

Diese Gleichung erweist sich als symmetrisch in Beziehung

auf die Wurzeln, denn sie giebt entwickelt

(1) — 2JxfX2
xB -f- 2Jx

t

2x^ -J- 6 . x
i
x

2
x.

i
x

i
= 0.
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Nun ist

= 36^-32^ + 2 1.

Substituirt man diese Werthe in (1), so erhält man

— 16 ^ + 4 - -f 36 '4 — 32 ^ -f 2 - -f 6 - = 0,

oder reducirt

ae ~ Ud + 3c2 == 0.

(Painvin. Equation des rapports anharmoniques (Nouv, Ann, de Math.

Bd. 19. pag. 412.) Cremona art. 27.)

§• 3.

29. Alle Puncte einer Geraden bilden eine Punctreihe;

die Gerade selbst heisst der Träger der Punctreihe. Sind

x, y zwei Puncte derselben, so können die Coordinaten aller

Puncte der Reibe nach [19] durch x t -\- Xy
t ausgedrückt wer-

den, wenn man dem A nach und nach alle Werthe zuer-

theilt.

30. Sind x{
-j- l

tyi} xt -f X
2yh xt -f K^yt, xt

-\- X
x y t

die

Coordinaten von irgend vier Puncten a, b, c, d einer Reihe,

so ist das Doppelverhältniss

{ab cd) = £—**.*LZ1**.

Beweis. Legt man die Puncte a, b als die den Träger

bestimmenden zu Grunde, so können die Coordinaten jedes

Punctes der Reihe in der Form

geschrieben werden ; diese lässt sich umformen in

(1 + ix) (*,+ ^w),
und da es nur auf die Verhältnisse der Coordinaten ankommt,

so kann der gemeinschaftliche Factor (1 -f- (i) unberücksich-

tigt bleiben. Man erhält daher den Punct c , wenn man setzt
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Ebenso kann man die Coordinaten des Punctes d in der Form

sehreiben und erhält diesen Punct, wenn

ist. Nun ist nach [20] das Doppelverhältniss (a b c d) gleich

fi : (i'
}
aber aus (1) und (2) ergiebt sich

K
j

— Ag ^ Aj — Ka

^2 ^3 ^2 ~~~ ^4

und hieraus

ft X 2 l 3 X 2
— lj

31. Sind die~ vorigen Puncte vier harmonische Puncte.

und zwar a b und a d einander resp. zugeordnet, so ist

KK r i(i,'+W (*s + h) + f3 ** = <>

Denn in diesem Falle ist [25]

"1 ^3 . *l *4 __ 1

2 3 ^2 4

was entwickelt die obige Gleichung giebt. {Hesse. Vorles. aus der

anal. Geom. der geraden Linie etc. pag. 53.)

32. Bezeichnet man nach [29] mit Xi -f- lyi die Coordi-

naten der Puncte einer Punctreihe auf dem Träger xy und mit

xl -j- kyl die Coordinaten der Puncte einer zweiten Punct-

reihe auf dem Träger xy', so sollen je zwei solche Puncte

der beiden Reihen , welche gleichen Werthe von A angehören,

einander projeetivisch entsprechend, und überhaupt die

beiden Punctreihen in Ansehung der einander so entsprechen-

den Puncte projeetivisch genannt werden.

33. Bei zwei projeetivischen Punctreihen ist das Doppel-

verhältniss von vier Puncten a, b, c , d der einen Reihe gleich

dem Doppelverhältniss der vier entsprechenden Puncte a,b'
f
c',d'

der anderen Reihe.

Beweis. Das Doppelverhältniss der Puncte a, b, c, d

hängt [30] nur von den Wertheu von l ab, welche diesen

vier Puncten angehören. Den vier entsprechenden Puncten
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a, b', c, d' gehören aber [32] die gleichen Werthe von A an,

daher haben diese letzteren Puncte das nämliche Doppelver-

hältniss, wie die ersteren.

34. Wenn das Doppelverhältniss (ab cd) von vierPnncten

einer Geraden dem Doppelverhältniss (d b' c d') von vier eben-

falls in gerader Linie liegenden Puncten gleich ist, so ent-

sprechen die Puncte einander der Reihe nach projectivisch.

Beweis. Seien

xi} yi} Xi -\- lyt , Xi -f \iyi

die Coordinaten der Puncte a, b, c, d,

xi yl, x- + l'y-, xl -f (i'yi

die der Puncte d, b', c, d', so ist [20] der Voraussetzung nach

V _ *_

U (l

oder mit Anwendung eines Proportionalitätsfactors q

l' = qK p = Q[l-

daher kann man die Coordinaten der Puncte a, b', c, d' auch

schreiben

xi, iji', xl -f- Qlyi, xl -f Qfiy/

oder

Nun kommen aber lediglich die Verhältnisse der Coordinaten

in Betracht, daher kann man statt der vorigen auch setzen

j, Vi, ~j + 't-Vi, ^ + Wu

mithin entsprechen diese vier Puncte den Puncten ab c d der

Reihe nach projectivisch [32].

35. Zwei projectivische Punctreihen sind vollständig be-

stimmt, sobald drei Paare entsprechender Puncte aa',bb', cd

gegeben oder willkürlich angenommen sind. — Denn in Folge

der Gleichheit der Doppelverhältnisse

(ab c d) = (a' b' c d')

ist zu jedem Puncte d der entsprechende d' eindeutig be-

stimmt.
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36. Diejenigen zwei Puncte r und q' zweier projectivi-

scher Punctreihen, von denen jeder dem unendlich fernen

Puncte der anderen Reihe entspricht, heissen die Gegen-
puncte der beiden Reihen.

Das Product der Abstände je zweier entsprechender Puncte

a , d von ihren Gegenpuncten ist constant d. h.

arr . d q = Oonst.

Beweis. Sind a,b,c,d irgend vier Puncte der einen

Reihe, d, b' , c
?
d' die ihnen entsprechenden der zweiten Reihe,

so ist [33]

(a b c d) = (d b' c d')

oder [20]

»Setzt man nun

und daher

a c a d a c ad
b c ' h d b'' c b'd'

c — r d — oo

c = oo d' = q
',

so haben die Verhältnisse t—: und -n—, beide den Grenzwerth
b a b c

Eins, und daher ist

a r
i i .

n'f

b r ' b'q f

also

ar * d' q = br . b'q ';

daher bleibt der Werth dieses Products ungeändert, wenn an

Stelle von a d ein anderes Paar b 1/ entsprechender Puncte

tritt.

37. Entsprechen die Puncte zweier Reihen einander der

Art, dass das Product ihrer Abstände von zwei festen Puncten

r und q constant ist, so sind die Punctreihen projectivisch,

und r, q sind die Gegenpuncte der beiden Reihen.

Beweis. Bezeichnet man mit a die Constante, und sind

ad
'

, bV , cc, da' vier Paare entsprechender Puncte, so ist der

Annahme nach

ar . dq — br . b'q' = er . cq = dr . d'q — cc,

mithin

aq =--, bq = t— , cq =
a r b r' er' ^ d r
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Da nun a'q' — c'q = a'c', etc. ist, so folgt

/ , aicr — ar) cc . ac 7 , /

a c = -— L = —
, bc =

ar . er ar.er'

und daher

, -,• <x . ad , i ,,

a d — , b d
ar . ar 7

n c a'd a c ad
Y~c ' Yd'

==
b~c ' Yd~i

a bc

br . er

a . bd
br . dr>

das Entsprechen der Puncte ist also nach [34] ein projee-

tivisches. Lässt man in der Gleichung ar . a'q = a den Punct

a mit r zusammenfallen, so wird die Distanz ar gleich Null,

folglich muss a in's Unendliche rücken, d. h. r ist der Gegen-

punet der einen Reihe , und ebenso q der der anderen Reihe.

(Cremona art. 8.)

38. Wenn zwei projeetivische Punctreihen auf der näm-

lichen Geraden liegen, (aufeinanderliegende projeetivische

Punctreihen sind) so giebt es stets zwei und nur zwei (reelle

oder imaginäre) Puncte, die mit ihren entsprechenden zusam-

menfallen und Doppelpuncte genannt werden. Die Mitte

derselben ist stets reell und fällt mit der Mitte der Gegen

-

puncte zusammen.

Beweis. Sind ad zwei entsprechende, r, q' die Gegen-

punete, und bedeutet a eine Constante, so ist [36]

ar . a'q = cc.
t

Nimmt mau nun auf dem gemeinschaftlichen Träger irgend

einen festen Punct o als Anfangspunct von Strecken an, und

bezeichnet die in o beginnenden und in den Puncten a, r,

etc. endenden Strecke oa , or , etc. mit den Buchstaben a
}

r,

etc., so kann man die vorige Gleichung schreiben

(r — a) {q — d) — a.

Bedeutet nun x einen Punct, der mit dem ihm entsprechenden

zusammenfallt, so muss die Strecke x der Gleichung

(r — x) (q' — x) — a

genügen. Diese, welche sich auch schreiben lässt,

(1) x 1 — (r -J- q')x -j- rq — a = 0,

hat stets zwei reelle oder imaginäre Wurzeln, welche die Dop-

pelpuncte liefern. Nennt man diese Wurzeln e und f, so folgt

ferner
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g+7 __ r + g

2 2

d. h. die Mitte der Doppelpuncte ist immer reell und fällt mit

der Mitte der Gegenpuncte zusammen. Wenn die Wurzeln

der Gleichung (1) imaginär ausfallen, so sind zwar die Doppel-

puncte auf dem Träger der Functreihen nicht mehr angebbar;

da sich aber für die von ihnen begrenzten Strecken auch in

diesem Falle vollkommen bestimmte, wenn auch imaginäre,

algebraische Ausdrücke ergeben, so betrachtet man die Dop-

pelpuncte dann auch als vorhanden und nennt sie imaginär*).

39. Bei zwei aufeinander liegenden projeetivischen Funct-

reihen hat das von irgend zwei entsprechenden Functen mit

den beiden Doppelpuncten gebildete Doppelverhältniss einen

constanten Werth.

Beweis. Sind e, f die Doppelpuncte, ad', bb' zwei Faare

entsprechender Functe, so ist, da jeder Doppelpunct sich

selbst entspricht, nach [33

1

{abe /') = (a b' e f)

oder [20]

Hieraus aber folgt

a e a /' a e a f
b~e ' Vf

=~ Ve ' ITf

a e a f _ b e b f
de ' d

f

b'e ' b'f

oder [20J

(u d e f) = (b V e /')

;

d. h. das Doppelverhältniss ändert seinen Werth nicht, wenn
an Stelle von a d ein anderes Faar entsprechender Puncte

bb' tritt.

*) Man kann die imaginären Doppelpnnete zweier auf einander

liegender projeetivischer Punctreihen stets reell angeben, wenn man die

Pnnctreihen als einen speciellen Fall zweier kreisverwandtcr Fuuct-

systeme betrachtet. Allerdings liegen die Doppelpuncte dann nicht auf

dem Träger der Punctreihen und erscheinen, wenn man sie da sucht,

wo sie nicht liegen , als imaginär.
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§.4.

40. Wenn bei zwei auf einander liegenden projectivischen

Punctreihen das constante Doppel verhältniss zwischen zwei

entsprechenden Puncten und den beiden Doppelpuncten den

Werth — 1. hat, d. h. [25] wenn irgend zwei entsprechende

Puncte, und daher [39] alle entsprechenden Punctepaare die

Strecke zwischen den Doppelpuncten harmonisch theilen
7

so

heissen die beiden Punctreihen eine (quadratische) Involu-

tion, und die entsprechenden Puncte heissen conjugirte
Puncte der Involution.

41. Wenn bei zwei aufeinander liegenden projectivischen

Punctreihen ein Punct a der ersten Reihe einem Puncte d
der zweiten Reihe, und gleichzeitig dem Puncte ä der ersten

Reihe der Punct a der zweiten Reihe entspricht, so heisst

das gegenseitige Entsprechen der beiden Puncte a, d ein

involutorisches.

Bei einer Involution von Puncten entsprechen alle con-

jugirten Puncte einander involutorisch.

Beweis. Sind a d irgend zwei conjugirte Puncte, e, f
die Doppelpuncte, so ist [40]

{ad e /)==-- 1.

Nach [22] aber ist

und daher auch

folglich ist

(a d e /') = (d a e f)

d. h. [34] entspricht d dem a, so entspricht auch a dem d.

42. Wenn bei zwei aufeinander liegenden projectivischen

Punctreihen die Puncte eines Paares einander involutorisch

entsprechen, so bilden die Punctreihen eine Involution und

daher [41] entsprechen sich alle Punctepaare involutorisch.

Beweis. Ist

{a d e f) = (d a e / )

,

so ist, weil [22]

(" d e /') = j-,

(d aef) = — \

,
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Ut'aef) = -. . z
K ' J

(« a e/

)

ist,

(a a e/y = 1

,

und da das Doppelverhältniss aus vier von einander verschie-

denen Puncten niemals den Werth -f- 1 haben kann, so ist

(aa'ef) = — 1,

und daher [40] bilden die Punctreihen eine Involution.

43. Durch zwei conjugirte Punctepaare ad, bb', die man
auf einer Geraden willkürlich annehmen kann, ist eine Invo-

lution bestimmt.

Beweis. Zwei projectivische Punctreihen sind durch drei

Paare entsprechender Puncte bestimmt [35]. Nun hat man
hier von der einen Punctreihe vier Puncte a, d, b, V und von

der anderen die resp. entsprechenden d , a, b', b. Die Punct-

reihen sind also jedenfalls bestimmt; sie sind aber auch nicht

überbestimmt, denn nimmt man zuerst nur a, d, b und ihnen

entsprechend d, a, V an, so hat man ein involutorisches Paar

ad, und daher muss [42] auch das zweite bb' ein involutori-

sches sein, d. h. es muss auch b dem b' entsprechen.

44. Es giebt immer ein und nur ein (reelles oder ima-

ginäres) Punctepaar e, f, welches gleichzeitig zwei auf einer

Geraden gegebene Punctepaare ad und bb' harmonisch trennt;

und zwar sind e, f die Doppelpuncte der durch ad und bb'

bestimmten Involution.

Beweis. Die Doppelpuncte e, f der durch ad, bb' nach

[43] bestimmten Involution haben die genannte Eigenschaft

[40], Bezeichnet man nun die Coordinaten der Puncte a, a'\

b, b' durch

Xi + liji, xi -f- fyi- xi -\- (iyi} xi + n'yi

und die der gesuchten Puncte e, f durch

so müssen, wenn das letztere Paar jedes der beiden ersteren

harmonisch trennen soll, nach [31] die Gleichungen

vv' — %(v + v) (A -f l') -{- XX =
vv — £ (v -f v) (p -j- (i) -f- fijt'=

erfüllt werden. Aus diesen können vv und v -j- v eindeutig

DuRf'.GE, Curveu dritter Ordnung. o
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bestimmt werden, und daher sind v und v selbst die Wurzeln

einer quadratischen Gleichung. Demnach giebt es nur ein

Werthepaar für v und v , welches den vorigen Gleichungen

genügt. {Hesse. Vorl. aus der anal. Geoni. der geraden Linie, etc.

pag. 54.)

45. Wenn von drei Punctepaaren ad, bb', cc auf einer

Geraden jedes die nämlichen zwei Puncte e, f harmonisch

trennt, so sind jene drei Punctepaare eonjugirte Paare einer

und derselben Involution, und e, f die Doppelpuncte der letz-

teren. — Denn e, f sind nach [44] die Doppelpuncte der

durch ad, bb' bestimmten Involution, und da cc ebenfalls

einander harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf e, f , so

gehören sie nach [40] derselben Involution an.

46. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass

drei Punctepaare aa', bb', cc' eine Involution bilden, kann

durch jede der folgenden vier Gleichungen ausgedrückt werden:

ab' . bc . ca' = ac' . ba' . cb'

ab' . bc . ca'= ac . ba' . cb'

bc' . ca . a'b' = ba . cb' . a'c

cd . ab . b'c = cb . ac . b'a

.

Beweis. Wählt man unter den vorliegenden sechs

Puncten zwei eonjugirte und zwei nicht eonjugirte aus, z. B.

ab a' c', so entsprechen diesen der Reihe nach projeetivisch

die folgenden d b' a c. Es ist also

(1) (a b d c) = {d b' a c)
.

d. i. [20]

oder

a a

Ya '

ac

bc
= aa

m
a c

b'a ' b' c

aa .bc da . bc

ba' . a

c

b'a . a'c

Hebt man darin die auf beiden Seiten vorkommende Strecke

ad fort, so ergiebt sich

b c b'c c b

ba' . ac b'a . a'c ab' . cd

oder

(2) ab' .bc' . cd — ac . bd . cb',

welches die erste der obigen Gleichungen ist. Aus dieser
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folgen die drei übrigen , wenn man nach der Reihe die Puncte

der Paare cc, aa', bb' unter einander vertauscht. (Schröter.

Steiner's Vorlesungen pag. 56.) Findet umgekehrt die Gleichung (2)

statt, so folgt aus ihr rückwärts die Gleichung (1), welche

zeigt, dass die Puncte des Paares ad einander involutorisch ent-

sprechen, sodass das nämliche nach [42] auch von den Paaren

bb' und cc gelten muss.

§• 5.

47. Bedeutet x den Abstand eines veränderlichen Punctes

einer Geraden von einem beliebigen festen Puncte derselben,

und besteht die Gleichung

(1) a
Q
x»+ a

i
xn-1+ ...+ a,i+ A(b x n+ b

i
x»- 1+ ...-{- b„)=0,

worin die a und b gegebene, A aber einen veränderlichen

Zahlen coefficienten bedeutet, so entsprechen jedem Puncte x

(w — 1) andere Puncte der Geraden. Denn setzt man den

einem angenommenen Puncte zugehörigen Werth von x in

die Gleichung (1), so liefert diese zunächst den zugehörigen

Werth von A und besitzt dann n Wurzeln, von denen eine

die angenommene x ist. Man kann auch sagen, dass jedem

Werthe von A vermöge der Gleichung (1) eine Gruppe von

n Puncten zugehört, entsprechend den n Wurzeln der Gleichung

(1). Das System solcher Punctgruppen , welches entsteht,

wenn man A andere und andere Werthe zuertheilt, heisst eine

Involution ll
ien Grades (ßremona art. '21. Jonquieres Generalisa-

tion de la theorie de l'involution. Annali di Mateniatica II. pag. 86).

Fallen in einer Gruppe zwei Puncte in einen zusammen, so

heisst ein solcher Punct ein Doppelpunct der Involution.

48. Ist n.= 1, sodass die Gleichung (1) iu [47] in

folgende

(1) a * + .«
1 '+A(M + »i)

—
übergeht, so besteht jede Punctgruppe nur aus einem Puncte;

eine Involution ersten Grades bildet also eine einfache Punct-

reihe. Bat man nun eine zweite Punctreihe, bestimmt durch

die Gleichung

« V + a{ + X(p\x + b{) = 0,
3*
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so sind diejenigen Puncte beider Reihen, welche gleichen

Werthen von l angehören, einander projectivisch entsprechend.

Beweis. Bezeichnet man die Werthe von x (und auch

die entsprechenden Puncte), welche zu l = und A = oo ge-

hören, resp. mit ^ und r\, so ist

i.
a, b

t
.%= — n V^^b'a o

und führt man diese in die Gleichung (1) ein, so ergiebt sich

; __ _ ^9 .
x~ % •

b x — r}>

die Grösse X ist also proportional dem Schnittverhältniss,

welches der veränderliche Punct x mit den festen Puncten 2;

und 7] bestimmt. Bildet man nun das Doppelverhältniss von

vier Puncten der einen Reihe und das von solchen vier Puncten

der zweiten Reihe, welche gleichen Werthen von l ange-

hören, so haben diese beiden Doppelverhältnisse gleichen YVerth

und folglich [34] sind die beiden Punctreihen projectivisch.

49. Eine Involution zweiten Grades (w=2) ist identisch

mit der in [40] ff. betrachteten Involution.

Beweis. In diesem Falle besteht jede Punctgruppe ans

zwei Puncten, angehörig den Wurzeln der Gleichung

(1) « rc
2 + a

x
x + a2 + 1 {b^ + b, x + b

2)
= 0.

Nimmt man aus jeder Punctgruppe nur einen Punct, so er-

hält man eine Punctreihe ; und daher können die sämmtlichen

Gruppen als zwei auf demselben Träger befindliche Punct-

reihen angesehen werden, in welchen je zwei Puncte ent-

sprechende oder conjugirte sind, die derselben Gruppe ange-

hören. Wenn man nun zeigen kann, dass dieses Entsprechen

der Puncte der beiden Reihen ein projectiviscb.es ist, so ist

es wegen ihrer Entstehung aus der quadratischen Gleichung

auch immer ein involutorisches [41], und daher bilden dann

die Punctreihen eine Involution im früheren Sinne [42]. Be-

zeichnet man, um diesen Nachweis zu liefern, die Wurzeln

der Gleichung (1) mit x
1
und x2 , so ist zuerst

W XiX2 ~ a -t-n
'

Für diejenige Gruppe aber, welcher der Nullpunct angehört, ist



50.] aus der Geometrie der geraden Linie. 37

a
2

-j- X b2
= oder A = — 2

,
"2

und der dem Nullpuncte conjugirte Puuct ist dann bestimmt

durch

__. «i + M>i Qj h — «2 &j
.

Wählt man jetzt den Nullpunct so, dass der ihm conjugirte

Punct im Unendlichen liegt, so muss

a b
2
— a2 b = 0,

oder, wenn q einen willkürlichen Proportionalitätsfactor be-

deutet
,

b
2
— qci

2
b — Qa

sein. Substituirt man diese VVerthe in (2), so folgt

- v v - - ^g^ + ^g) _ "iX
i
X

2 — ß0 (l + ^) — «„'

d. h. das Product der Abstände zweier conjugirter Puncte von

dem neuen Nullpuncte ist unabhängig von Ä und für alle

Punctepaare constant. Demnach [37] sind die in Rede stehen-

den Punctreihen in der That projectivisch , und der neue Null-

punct ist der gemeinschaftliche Gegenpunct beider Reihen.

Dass der letztere beiden gemeinschaftlich ist, bestätigt, dass

der Gegenpunct und der unendlich ferne Punct einander in-

volutorisch entsprechen. {Cremona. art. 25.)

50. Wenn in der Gleichung (1) in [47] n = 3 ist, so

erhält man eine cu bische Involution vermöge der

Gleichung

(1) a x3
-f- a y

x 1 -j- a
2
x -J- a3

-{- X (bQx
3 -\- b

t
x- -\- b2x -f- &3)=0.

Jede Gruppe besteht hier aus drei Puncten. In einer cubischen

Involution giebt es vier Doppelpuncte , d. h. unter den Punct-

gruppen, welche eine cubische Involution bilden, giebt es

vier, welche zwei zusammenfallende Puncte enthalten.

Beweis. Ein Doppelpunct entsteht dann und nur dann,

wenn die Grösse X einen solchen Werth hat, dass die Gleichung

(1) zwei gleiche Wurzeln besitzt. Nun ist aber die Bedingung,

dass eine cubische Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, nach

[9] eine Gleichung, welche die Coefficienten der cubischen

Gleichung in der vierten Dimension enthält. In Beziehung
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auf A wird daher diese Bedingung eine Gleichung vom vierten

Grade. Die vier Wurzeln derselben sind die Werthe von

A, deren zugehörige Punctgruppen Doppelpuncte enthalten.

(Cremona. art. 22.)

51. Ist eine cubische Involution der Art, dass von jeder

Gruppe ein Punct in einen festen Punct o hineinfällt, so

fallen in diesen auch zwei Doppelpuncte hinein , und es giebt

ausserdem nur noch zwei andere Doppelpuncte.

Beweis. Nimmt man den Punct o als denjenigen, von

welchem aus die Abstände x gerechnet werden, so muss im

vorliegenden Falle die Gleichung (1) in [50] für jeden Werth

von A eine Wurzel x'= haben; daher muss r/
3
= 0, &

3
=

sein, und die Gleichung die Form haben

(1) x[a x- -f- a
i
x -\- a

2
-\- A (b x~ + h\ x -\- b2)] = 0.

Bestimmt man nun wieder nach [9] die Bedingung , dass diese

cubische Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, so hat man in

[9] d = zu setzen , und dadurch reducirt sich die dortige

Gleichung auf

c 2
(6

2 — 4ac) = 0.

Das giebt auf die vorliegende Gleichung (1) übertragen

(2) [a
% + U2y [{a

t + Kbtf - 4(« + X\) (a
2 + A&2)]=0.

Diese Gleichung hat zwei gleiche Wurzeln A, für welche

a2 -j- Xb
2
= ist, und für. welche die Gleichung (1) im linken

Theile den Factor x2 erhält, so dass zwei Doppelpuncte in

x = 0, d. h. in o hineinfallen.

52. Ist eine cubische Involution von der Art, dass nicht

allein von jeder Gruppe ein Punct in o hineinfällt, sondern

dass ausserdem eine der Gruppen aus drei in o zusammen-

fallenden Puncten besteht, so fallen drei Doppelpuncte in o

hinein , und es existirt ausserdem nur noch ein anderer Dop-

pelpuuct.

Beweis. In diesem Falle muss es einen Werth von A

geben, für weichen in (1) [51] gleichzeitig

a
x -J- A b

{
= und a

2 -f- A b2 — ,

ist, so dass dann

Si _ ^?
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oder wenn q einen willkürlichenProportionalitätsfactor bedeutet,

a
i
= Qa

2
b

t
= gb2

sein muss. Dadurch reducirt sich die Gleichung (2) in [51] auf

2 + Kb
2f [Q\a2 + kb

2 )
- 4(« + lb )] = 0,

welche drei gleiche Wurzeln A hat, für die a
2 -f- A#

2
= ist,

und denen der Punct o als Doppelpunct angehört.

53. Gerade so wie sich in [48] ergeben hat, dass in

zwei Involutionen ersten Grades, d. h. zwei Punctreihen,

solche Puncte einander projeetivisch entsprechen, welche

gleichen Werthen von A angehören, so sollen auch in zwei

Involutionen beliebigen Grades, welche von den Gleichungen

a xn -j- a
v
x"- 1

-f- . . .+ an + A (p xn + b
x
xn-x -{- . . . + bn)=0

a 'xm+ a{xm~ l + . . . -f a'm + A (b 'x'"-\- b^x™-1+ . . . -f b'm)=0

abhängen, je zwei Punctgruppen, welche gleichen Werthen von A

zugehören, einander projeetivisch entsprechend genannt werden.

54. Legt man von einem beliebigen Mittelpuncte m aus

Strahlen durch die Puncte einer Involution beliebigen Grades

auf einer Geraden T
}
so bilden die Durchschnitte dieser Strah-

len mit einer beliebigen anderen Geraden T eine Involution

desselben Grades, welche mit der vorigen projeetivisch ist.

Beweis. (Fig. 3.) Man nehme T als Abscissenaxe in

einem Parallelcoordinatensystein, und als Ordinatenaxe die

Gerade, welche den Anfangspunct o Fig 3

der Strecken x mit dem Mittelpuncte

m der Strahlen verbindet. Ebenso sei

T' die Abscissenaxe in einem zweiten

Parallel - Coordinatensystem , dessen

Anfangspunct o', und dessen Ordi-

natenaxe beliebig seien. Nennt man die

Coordinaten irgend eines Puncts in

Beziehung auf diese beiden Systeme resp. |, q und §', yj'', so sind

die Transformationsformeln von der Form

£ = k -{- a |" + b y( t] = k' -f a'% -f- b'v\

worin a, b, a, b', k, k' constant sind. Setzt man om = c , so ist

die Gleichung irgend eines Strahles mp in Beziehung auf das

erste Coordinatensystem
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i + 5. = 1

und daher iu Beziehung auf das zweite Coordinatensystem

k -\- a.% + &t?'
,

ft' + a'g' -f 6'??' __ j

Bezeichnet man nun mit x die Strecke, welche der Strahl mp
von der Abscissenaxe T' abschneidet, so erhält man §' = x',

wenn man rf = Q setzt, und daher zwischen den beiden auf

den Geraden T und T' befindlichen und einander entsprech-

enden Strecken x und x die Beziehung

k-\-ax
,

Ä'-j-aV -, ^ rlQn , ^ c(k-\-ax')

c

Mi«_i = x oder
" " — /c

Substituirt man diesen Ausdruck für x in die Gleichung

(1) [47] der Involution, so erhält man für x eine Gleichung

derselben Form, also, bilden die Endpuncte der Strecken x
eine Involution ntcn Grades, und da hiebei diejenigen Gruppen,

welche von den nämlichen Strahlen getroffen werden, gleichen

Werthen von X angehören,' so sind die beiden Involutionen

projectivisch [53].

55. Hieraus folgt unmittelbar: Hat man auf einer Ge-

raden zwei projectivische Involutionen von beliebigen Graden

und schneidet einen durch die Puncte dieser Involutionen gehen-

den Strahlbüschel mit einer anderen Geraden, so erzeugen die

Strahlen auf der letzteren zwei projectivische Involutionen von

denselben Graden.

50. Sind X
l
= 0, .Z

2
= die Gleichungen zweier Ge-

raden, so stellt die Gleichung

X
t ~f IX

2
=

für jeden Werth von X eine Gerade 'dar, welche durch den

Durchschnittspunct m der Geraden X
i
und X

2
hindurchgeht.

— Denn für die Coordinaten von m verschwindet gleichzeitig

X
i
und X

2
und daher auch X

x -J- IX2
.

57. Bezeichnet man mit Y= X
i -f- IX2

— eine durch

m hindurchgehende Gerade, so ist die Grösse l proportional
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dein Verhältnis« der Sinus der Winkel, Avelche Y mit X
t
und

X> einschliesst, d. h.

__ j.
Biu (X, >)

A — h
sin {x2vy

wo £ eine Grösse bedeutet, welche ihren Werth unverändert

beibehält, so lange die Geraden Xi}
X

2
fest bleiben.

Beweis. In Beziehung auf ein Fundamentaldreieck,

Avelches die Geraden X
y
und X

2
zu Seiten hat, kann man nach

[13] die Grössen X
{
und X

2
als homogene Coordinaten be-

trachten. Für einen Punct aber, der auf Y liegt, ist

X
i + IX

2
= 0, also

A
2

Bezeichnet man nun mit />, und p2
die von diesem Puncte

auf die Seiten X
t
und X2

des Fundamentaldreiecks gefällten

Perpendikel, so ist nach [14]

P\ = Q Ai
x

\ P2 = qA2X2

und daher

A
{ pz

Die Perpendikel p1 , p2
aber verhalten sich wie die Sinus der

Winkel, welche Fmit X
v
und X

2
einschliesst, und zwar ist,

wenn man die Winkel alle nach derselben Richtung hin posi-

tiv nimmt, mit Rücksicht auf [15]

Pt
" __ sin {XiF)

p 2 sin (X2 Y)

und daher

, _ A2 sin {Xt Y)
At

sin {X2F)

'

Darin hängt der Coefiicient ~ = /r davon ab, welche Grössen

speciell als homogene Coordinaten gewählt werden, und bleibt

dann ungeändert, so lauge X
i
und X

2
fest bleiben.

Zusatz. Aus dem Vorigen folgt, dass die Gleichung

jeder durch den Durchschnitt der Geraden X\ = 0, X2
=

gehenden Geraden in der Form X
l
-\-XX

2
=0 geschrieben werden

kann ; und giebt man dann der Grösse l andere und andere Werthe

,

so bilden die entstehenden Geraden einen Strahlbüschel.
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58. Bezeichnet man zwei Strahlen X
v
= und X> =

eines Strahlbüschels mit a und b, und zwei andere Strahlen

X
1 -f- IX.

}
= und X

i -f- A'X, = mit c und *2, so ist

nach [57]

und daher

- , sin (öc) j, _ 7 sin (orZ)

sin (b c) ; sin (b d)

1 sin (ac)
m
sin (ad)

X sin (5 c) sin (Arf)

Dies Verhältniss heisst ein Doppelverhältniss der vier Strahlen

a, b
f
c, d und wird bezeichnet durch

/ , 7N sin (ac) sin (ad)
(ab c (T) = -.—)j-{ : -.—^ •

v ' sm (bc) sm (bd)

59. Die Sätze [21]— [26] über Doppelverhältnisse von

vier Puncten können ohne Weiteres auf Doppelverhältnisse

von vier Strahlen übertragen werden und aus [25] folgt, dass

X
i
= 0, X> = 0, X

v
+ IX., — 0, Xi

— U, =
vier harmonische Strahlen darstellen, von denen die beiden

ersten und die beiden letzten einander zugeordnet sind.

60. Ebenso wie in [30] beweist man, dass wenn die

Gleichungen

^+^^==0, X
i

-{-?.
2
X

2=0, X
l
-\-L

i
X

2=0, Xi+ A
4
JT2=0

vier Strahlen a, b, c, d eines Strahlbüschels darstellen, das

Doppelverhältniss

(a bcd) = l^~-^ : ^—

^

ist.

61. Zwei Strahlbüschel, deren Gleichungen resp.

X
x

-\- IX
2
= Q, X{ + AX,' =

sind, heissen projectivisch, indem je zwei Strahlen, aus

jedem der beiden Büschel einer, welche gleichen Werthen von

l angehören, als einander entsprechend betrachtet werden.

Dadurch übertragen sich die Sätze [33] — [35] unmittelbar auf

projectivische Strählbüschel.

62. In zwei projectivischen Strahlbüscheln giebt es ein

und nur ein Paar entsprechender rechter Winkel, d. h. in dem

einen Strahlbüschel giebt es nur ein Paar auf einander senk-
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recht stehender Strahlen, deren entsprechende in dem anderen

Strahlbüschel ebenfalls auf einander senkrecht stehen.

Beweis. Seien s, l, a, b vier Strahlen des einen Büschels,

s, i', a'
}
V die entsprechenden des andern, so ist [61], [33]

(s a l b) = (s et f b')

,

d. h. nach [58]

..j

.

sin (s t)
t
sin (s b) __ sin (s'{)

m
sin («'&')

^ ' sin (al) ' sin (ab)
~~

sin (a't')
' sin (ab')

Ist nun (s t) = 90 °, und verlangt man , dass gleichzeitig auch

(s t') = 90° sei, so ist sin (s l) = sin (s f) == 1
;

ferner

(ö! ^) = (rt 5) -]- (^ ^) = (et s) -J- 90 °, daher sin (# ^) = cos {a s)

und ebenso sin («' if') = cos (a s). Damit erhält man
sin (ab) sin (ab')

cos (as) sin (sä) cos (a's'j sin (s b')

Nun ist ferner (sb) = (ab) — (as)] (s'b') = (a'b') — (as).

Substituirt man dies und kehrt die Brüche um, so kommt
cos (as) sin ((ab)— (as)) _ cos (as') sin ((ab') — (a's'))

sin (ab) sin (a'b')

Rechnet man nun in dem ersten Strahlbüschel alle Winkel

von dem Strahle a aus, und in dem zweiten von dem Strahle

d aus, so sollen die Winkel (ab), (as)] (a'b'), (a's') einfach

mit den Buchstaben b, s] b', s' bezeichnet werden. Dann
schreibt sich die vorige Gleichung

cos s sin (b — s) _ _ cos s' sin (b' — s')

sin b sin b'
'

und wenn man entwickelt und der Kürze wegen

cotg b =;= B cotg b' = B'

setzt,

cos2
s — B sin s cos s — cosV — B' sin s cos s'.

Führt man hier die doppelten Winkel 2 s und 2s' ein, so er-

hält man

cos 2s — B sin 2s — cos 2s' — B' sin 2s.

Diese Beziehung muss also zwischen den Winkeln s und s'

stattfinden, wenn die Strahlen s, s' entsprechende Schenkel

entsprechender rechter Winkel sein sollen. Ist nun 'c , c' ein

neues Paar entsprechender Strahlen, und setzt man wie oben

(ac) — c
,
(a'c) = c, ferner
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cotg c == C, cotg c = C',

so hat man auch

cos 2 s — C sin 2 s === cos 2 s' —: C' sin 2 s'.

Eliminirt man s' aus dieser und der vorigen Gleichung, so

erhält man eine Gleichung, aus welcher die Lage des Strahls s

von der verlangten Beschaffenheit sich ergiebt. Nun folgt

(B'—C) cos 2s + (BC'— B'C) sin 2s = (B'—C) cos 2s

(B— c) sin 2s = {B'—C) sin 2s',

also durch Quadriren und Addiren

(B'-Cf cos 2 2s -f 2(B'—C) (BC'—B'C) sin 2s cos 2s

+ [(j5_ £)2 _|_ (BC'—B'Cf\ sm 22s=(B'—C)2
.

Vereinigt man jetzt die beiden in (B'—C)- multiplicirten

Glieder, so zeigt sich, dass sin 2s als Factor auftritt. Allein

für s = 0, wird auch s' = 0, und die Gleichung (1) zeigt, dass

wenn der Strahl s mit a , und gleichzeitig s mit d zusammen-

fällt, diese Gleichung identisch erfüllt ist. Daher hat der

Factor sin 2 s für die vorliegende Aufgabe keine Bedeutung.

Nach Unterdrückung desselben ergiebt sich dann

2{B' — C) (B C — B'C) cos 2s

_j_[(£— Cf -\-(BC — B'C) 2
] sin 2s = (B' — 6v

)

2 .sin 2s

und daraus

, 9 _ 2(B' — C)(ßC' — B'C)

Da sich nun tg 2s eindeutig bestimmen lässt, so giebt es

zwei auf einander senkrecht stehende Strahlen, die die For-

derung erfüllen, mithin immer ein und nur ein Paar ent-

sprechender rechter Winkel.

63. Bei zwei projectivischen Strahlbüscheln ist das Product

aus den Tangenten derjenigen Winkel, welche irgend zwei

entsprechende Strahlen a , d mit den ungleichnamigen Schen-

keln der entsprechenden rechten Winkel (s, i oder s', l) bilden,

constant

:

(1) tg (sa) tg (t'd) = Const.

Beweis. Es ist [61], [33] (s i ab) = (s t' ä b') , wenn

ad, bb' zwei PÜare entsprechender Strahlen und s, s'; t, l' die
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entsprechenden Schenkel der entsprechenden rechten Winkel

bedeuten, also [58]

sin (s a)
t

sin (s b) sin {sa)
#
sin {s'b')

sin {l a) ' sin (( b) sin (/ «') ' sin (*'&')

Nun ist aber (sä) = 00 -f- (/«) = 90° -f (tä), also

sin (sä) = cos (*«), sin (Ja) = — cos (sa),

und ähnlich bei den übrigen. Man erhält demnach

cotg (lä) : cotg (tb) = — tg (sä) : — tg [s'b')

[== — tg (sä) : — tg (sb) = cotg (77/) : cotg (77/)

und daher

tg (tb) __ tgj/a) _ tg (l'b') _ tg (sa)

tg {ta) tg(s'b') ~ tg(l'a) tg (sb)'

mithin

tg (sa) tg (77/) = tg (sb) tg (/&'),

d. h. dies Product bleibt ungeändert, wenn bb' an Stelle von

aä treten. {Schröter. Steiner's Vorl. pag. 35.)

64. Bei zwei concentrischenjDrojectivischenStrahlbüscheln,

d. h., solchen, deren Mittelpuncte zusammenfallen, giebt es

stets zwei (reelle oder imaginäre) Strahlen, von denen jeder

mit seinem entsprechenden zusammenfällt, und welche D op p e 1 -

strahlen heissen.

Beweis. Bezeichnet man mit den Buchstaben a, s, etc.

die Winkel, welche die gleich benannten Strahlen mit irgend

einem festen Strahle bilden, und bedeutet a eine Constante,

so kann man die Gleichung (1) in [63] so schreiben

tg (a — s) tg (ä — t') = a.

Wenn nun ein Strahl x mit dem ihm entsprechenden zu-

sammenfällt, so muss der ihm angehörige Winkel x der

Gleichung

tg (x — s) tg (x — t') = a

genügen. Diese ist in Beziehung auf tg x quadratisch und

, hat daher zwei reelle oder imaginäre Wurzeln. In dem letztern

Falle sagt man, die beiden Strahlbüschel haben zwei imaginäre

Doppelstrahlen.
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§• 7,

65. Zwei projectivische Strahlbüschel werden von zwei

beliebigen Geraden in zwei projectivisehen Punetreihen ge-

schnitten.

Beweis. Nach [61] können zwei projectivische Strahl-

büschel durch Gleichungen von der Form

Z -f A F= Z'-f2F =
dargestellt werden. Darin sei

X= E cii xi X = E a{ xi

Y=E bt xi r = E b{ xu

Schneidet man nun den ersten Strahlbüschel mit der Geraden

E ?rii Xi = und den zweiten mit der Geraden EmiXi — 0,

so erhält man die Coordinaten der ersten Punctreihe aus der

Auflösung der Gleichungen

X -\- X F= (a
1

-|- Xb
i
)x

l -f- («2 -j- Xb
2
)x2

-|- (a
3 -f- Xb^)x

z
=0

m
i
x

i -f- m
2 x2

-{- m
z #3

=0.

Diese ergiebt

x
x

: x
2

: x% = [(«2 -f- Xb
2) ??i

3
— (#3 -f- Xb%) m2

~\
: etc.

= [«2
w

3
— #

3
tn

2 -f- X (b
2
m

3
— Z>

3m2) ] : etc.

Ebenso erhält man für die Verhältnisse der Coordinaten der

zweiten Punctreihe

a2 ms
' — ci{m2

-\- X(b
2'ms

' — b%m
2 ) : etc.

Nach [32] sind daher die beiden Punetreihen projectivisch.

66. Hieraus
;

und weil projectivische Punetreihen und

Strahlbüschel durch drei Paar entsprechender Elemente be-

stimmt sind [35] [61] ;
folgt: Legt man aus zwei beliebigen

Mittelpuncten Strahlen durch die Puncte zweier projeetivischer

Punetreihen, so erhält man zwei projectivische Strahlbüschel.

67. In Folge der drei letzten Sätze können die von auf-,

einander liegenden Punetreihen und der Punctinvolution

handelnden Sätze [39]— [45] unmittelbar auf concentrische

Strahlbüschel und die Strahleninvolution übertragen werden-,

und ebenso wie in [46] beweist man, dass die nothwendige
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und hinreichende Bedingung, dass drei Strahleupaare ad,

bb', cc in Involution sind, durch jede der folgenden vier

Gleichungen ausgedrückt werden kann:

sin (ab') sin (bc) sin (cd) = sin (ad) sin (bd) sin (c b')

sin (ab') sin (b c) sin (cd) = sin (a c) sin (bd) sin (c7/)

sin (& </) sin (c «) sin (ab') = sin (# «) sin (c b') sin («V)

sin (cd) sin (« &) sin (b'c) = sin (c b) sin («c') sin (&V)

68. Sieht man einen Strahlbüschel als zwei sich voll-

kommen deckende projeetivische Strahlbüschel an, so folgt

aus [65] : Ein Strahlbüschel wird von zwei beliebigen Geraden

in zwei projeetivischen Punctreihen geschnitten. In diesem

Falle sagt man , die Punctreiheu befinden sich in perspec-
tivischerLage. In dem Durchschnitte der beiden Geraden

sind dann zwei entsprechende Puncto vereinigt.

69. Wenn in dem Durchschnitte a der Träger zweier

projeetivischer Punctreihen zwei entsprechende Puncte ver-

einigt sind, so liegen die Punctreihen perspectivisch d. h.

[68] die Verbindungslinien entsprechender Puncte schneiden

sich in einem Puncte.

Beweis. Sind ad die beiden in dem Durchschnitte a

vereinigt liegenden entsprechenden Puncte, bb', cc zwei wei-

tere Paare entsprechender Puncte, so ist [35] zu jedem Puncte d

der entsprechende d eindeutig bestimmt. Ist nun aber m der

Durchschnitt der Geraden bb', cc, so erhält man einen Strahl-

büschel m (ab c cl . . .), und dieser muss die zweite Gerade

nach [68] in den entsprechenden Puncten d b' c d . . .

schneiden.

70. Sieht man eine Punctreihe als zwei sich deckende pro-

jeetivische Punctreihen an, so folgt aus [6Q): Die von zwei

beliebigen Mittelpun cten m und m nach den Puncten einer

Punctreihe gehenden Strahlen bilden zwei projeetivische

Strahlbüschel. In diesem Falle sagt man, die Strahlbüschel

befinden sich in perspectivischer Lage. Die Schnittpimcte

entsprechender Strahlen liegen also dann in einer Geraden,

welche der perspectivische Durchschnitt heisst. In

der Geraden, welche die beiden Mittelpuncte verbindet, sind

femer zwei entsprechende Strahlen vereinigt.
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71. Wenn bei zwei projectivischen Straklbüscheln die

Verbindungslinie der Mittelpuncte m und m zwei entsprechende

Strahlen vereinigt enthält, so liegen die Strahlbüschel per-

spectivisch, d. h. die Schnittpuncte entsprechender Strahlen

liegen in einer Geraden.

Beweis. Nimmt man zu den beiden in der Geraden mm
vereinigten Strahlen noch zwei Paare entsprechender Strahlen

hinzu, so sind einerseits die beiden projectivischen Büschel

bestimmt; andererseits bestimmen die Durchschnitte der letz-

teren beiden Strahlenpaare eine Gerade. Verbindet man die

Puncte derselben mit m und ?n'
}

so erhält man die ent-

sprechenden Strahlen der durch die obigen drei Paare be-

stimmten Büschel [70].

72. Aufgabe. Bei zwei concentrischen projectivischen

Strahlbüscheln die Doppelstrahlen zu eonstruiren.

Auflösung. (Fig. 4.) Man lege durch den Mittelpunct

m einen beliebigen Kreis. Sind nun abc drei gegebene Strahlen

des einen, a' b' c die entsprechenden Strahlen des anderen

Büschels, so schneide man mit diesen den Kreis in a, ß, y,

«', ß', y . Suche sodann die Durchschnitte

(ßy',ß'y)=P,
(ycc, y'a) = q,

(aß', aß) = r.

Diese drei Puncte liegen in

einer Geraden (man braucht

daher nur zwei derselben zu

bestimmen), und sind dann d, s

die Puncte, in welchen diese

Gerade pqr den Kreis schneidet,

so sind md und ?ns die ge-

suchten Doppelstrahlen. Trifft

die Gerade p q r den Kreis nicht,

so sind die Doppelstrahlen

imaginär.

Beweis. Betrachtet man
Mittelpunct eines Strahlbüschels a(a'ß'y'), so ist der-

mit dem gegebenen Büschel m(a'b'c), oder was dasselbe

a als

selbe
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ist, mit m{d ß'y) congruent, weil der von jedem Strahlenpaar

gebildete Winkel dem von dem entsprechenden Paare gebil-

deten Winkel gleich ist (als Peripheriewinkel auf gleichem

Bogen). Ebenso ist der Büschel d [a ß y) congruent mit

m(a b c). Demnach ist

a (a ß' y) f\ a (jxßy)*),

und da die beiden entsprechenden Strahlen a a und a a die-

selbe Gerade bilden, so [71] liegen die beiden Büschel

perspectivisch, und qr ist ihr perspectivischer Durchschnitt.

Ist nun d einer der Puncte, in welchen die Gerade qr den

Kreis schneidet, so sind a 8 und a d entsprechende Strahlen

in den Büscheln a («' ß' y) und a (u ß y) , aber dem a d ent-

spricht in dem Büschel m [a b c) der Strahl m ö , und dem a Ö

in dem Büschel m(a b' c) der nämliche Strahl md, folglich

entspricht in den Büscheln m{a b c) und m{ci b' c) der Strahl

md sich selbst und ist daher ein Doppelstrahl. Dasselbe gilt

von ms
f
welcher nach dem zweiten Schnittpuncte der Ge-

raden qr mit dem Kreise gerichtet ist. Man gelangt zu dem-

selben Resultat, wenn man statt der Puncte a und a zwei

andere entsprechende ß, ß' (oder y 7
y") als Mittelpuncte der

Strahlbüschel ß(a ß' y) und ß'
'{et ß y) (oder y{a ß' y) und

y [a ß y)) anwendet. Diese liegen ebenfalls perspectivisch, und

ihr perspectivischer Durchschnitt ist p r (oder p q). Da die

gegebenen Büschel nur zwei Doppelstrahlen haben können

[64], so müssen die Geraden p r und p q den Kreis in den

nämlichen Puncten d und s treffen, wie die Gerade q r , und

daher liegen p qr in einer Geraden. {Schröter. Steiner's Vor-

lesungen §. 15.)

73. Aufgabe. Bei zwei aufeinander liegenden projee-

tivischen Punctreihen die Doppelpuncte zu construiren.

Auflösung. Aus einem beliebig gewählten Mittelpuncte

m ziehe man Strahlen mietbc) und m (d V c) nach drei

Paaren entsprechender Puncte der Punctreihen und construire

in den entstehenden projeetivisehen und concentrischen Strahl-

büscheln nach [72] die Doppelstrahlen, so treffen diese den

Träger der Punctreihen in den Doppelpuncten [65].

*) Das Zeichen /\ bedeutet projeetivisches Entsprechen.

I)ttr:&ge , Curveu dritter Ordnung. 4
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74. Aufgabe. Wenn eine Strahleninvolution durch zwei

Paare conjugirter Strahlen ««', bb' gegeben ist, die Doppel-

strahlen zu construiren; oder was [67] [44] dasselbe ist, das

Strahlenpaar zu construiren, welches jedes der beiden ge-

gebenen Paare harmonisch trennt.

Auflösung 1. Die Involution besteht [40, 67] aus zwei

concentrischen projectivischen Strahlbüscheln, und zwar ent-

sprechen den Strahlen a, a,b,b' der Reihe nach die Strahlen

a, a, b', b. Construirt man nach [72] die Doppelstrahlen die-

ser beiden Büschel, so sind diese die gesuchten Doppelstrahlen

der Involution. Diese Construction bleibt ausführbar , da man
zu derselben von den Puncten p, q, r nur zwei bedarf. Der

dritte wird aber auch nicht unbestimmt, sondern tritt als der

Durchschnittspunct zweier Tangenten an dem Kreise auf.

Auflösung 2. Man schneide die Strahleninvolution

durch eine beliebige Gerade und construire zu der auf dieser

Geraden entstehenden Punctinvolution nach [75. Aufl. 2] die

Doppelpuncte. Die letzteren liefern mit dem Mittelpuncte der

Strahleninvolution verbunden, die Doppelstrahlen.

Auflösung 3. S. [128.]

75. Aufgabe. Wenn auf einer Geraden A eine Punct-

involution durch zwei Paare conjugirter Puncte aa', bb' ge-

geben ist, die Doppelpuncte zu construiren 5 oder was [44]

dasselbe ist, das Punctepaar zu construiren, welches die beiden

gegebenen Paare gleichzeitig harmonisch trennt.

Auflösung 1. Aus einem beliebig gewählten Mittel-

puncte ziehe man Strahlen nach den gegebenen Puncten und

construire zu der entstehenden Strahleninvolution nach [74.

Aufl. 1 oder 3] die Doppelstrahlen , so schneiden diese die Ge-

rade A in den gesuchten Doppelpuncten.

Auflösung 2. (Fig. 5.) Man construire zwei Kreise K
und K' über den Strecken ad und bb' als Durchmesser, und

dann einen Kreis K", welcher die beiden ersten rechtwinklig

schneidet, so trifft dieser die Gerade A in den gesuchten

Doppelpuncten. Man bestimmt daher den Durchschnitt m der

Chordale von ~K und K' mit A, zieht aus m eine Tangente

mt an einen der beiden Kreise K oder K' und macht auf A
die Strecken m e— mf= m l

}
so sind e, f die gesuchten Puncte.
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Schneiden sich die Kreise K und K', so werden die Puncte

e, f imaginär.

Beweis. Es giebt bekanntlich {Hesse. Vorl. aus der anal.

Geom. der geraden Linie, etc. Vorl. 12) unendlich viele Kreise K",

welche die beiden anderen K und K' rechtwinklig sehneiden.

Fig. 5.

TT'

Aber alle diese Kreise K" bilden ein System von Chordal-

kreisen, deren Chordale die Gerade Ä ist, und deren Mittel-

punkte auf der Chordale von K und K' liegen. Sie treffen die

Gerade A alle in denselben zwei Puncten e, f, nämlich den

Grenzpuncten der Chordalkreise K und K' . Demnach ist

ml = me = mf. Da aber mt 2 = ma . ma' = mb . mb' ist, so

trennen die Puncte e, f jedes der beiden Paare ad und bb'

harmonisch. (S. Schröter. Steiner's Vorlesungen §. 8.)

76. Zieht man aus einem beliebigen Mittelpuncte s

Strahlen nach den Punctgruppen einer Involution nten Grades

[47] , so bilden diese Strahlengruppen eine Strahleninvolution

nten Grades. Um diese durch eine Gleichung auszudrücken,

nehme man s (Fig. 6) zum Anfangspuncte eines Parallelcoor-

dinatensystems , dessen Abscissenaxe dem Träger T der Punct-

involution parallel sei, und lege Fig. o.

die Ordinatenaxe durch den

Punct o, von welchem aus die

Strecken x der Punctinvolution

in [47] gerechnet werden;"

ausserdem sei so = c. Sind nun

§,97 die Coordinaten in Beziehung auf dieses System, so ist

i| == m% die Gleichung irgend eines durch s gehenden Strahls

sp, und wenn dieser den Träger T in dem Abstände x von o

trifft, so wird seiner Gleichung durch die Werthe %=x, q= c

4*

P I



52 Hülfssätze [76.

genügt, sodass er die Gleichung 7] — — erhält, aus welcher

x = — folgt. Substituirt man diesen Ausdruck in die Gleichung

der Pimctinvolution , nämlich in

(1) a x"-\- a
{
x"- 1+ . . .+ an-\- k(b x"+ b

x
xn~x+ ... +6„)=0,

so erhält man die Strahleninvolution dargestellt durch eine

Gleichung von der Form

(2) <p(£,ii) + H{l, n) = 0,

worin cp und ^ ganze homogene Functionen nten Grades bedeu-

ten. In diesen Gleichungen sind solche Punctgruppen (x) und

Strahlengruppen (§, rj) entsprechende, welche den nämlichen

Werthen von k angehören. Dreht man die Coordinatenaxen

um den Punct s, oder was auf dasselbe hinaus kommt, dreht

man die Strahleninvolution um den Punct s, so ändert sich

die Form der Gleichung (2) nicht. Da man ausserdem

von. der Gleichung (2) wieder zu (1) zurückgelangen kann,

so folgt, dass die erstere Gleichung allemal eine Strahlen-

involution darstellt. Wenn nun mehrere Punct- und Strah-

leninvolutionen verschiedener (oder auch gleicher) Grade

durch Gleichungen von der Form (1) und (2) gegeben sind,

so sollen solche Punct- und Strahlengruppen , welche gleichen

Werthen von k angehören, projectivisch entsprechend genannt

werden. Punct- und Strahleninvolutionen vom ersten Grade

sind einfache Punctreihen und Strahlenbüschel [48], und

es folgt unmittelbar aus [61], dass zwei projectivische Strahlen-

involutionen ersten Grades nichts anderes sind, als zwei pro-

jectivische Strahlbüschel. Endlich ergiebt sich aus [49], dass

eine Strahleninvolution zweiten Grades mit der in [67] schlecht-

weg so genannten Strahleninvolution zusammenfällt.

77. Eine Gerade, welche durch die Ecke 77/ (x
x
= 0,

x.
2
= 0, [13]) des Fundamentaldreiecks und durch einen Punct a

mit den Coordinaten alf a2J a
z
geht, hat die Gleichung

City JU 4
' LI 4 %JÜf) " \J*

Beweis. Da die zu bestimmende Gerade durch den

Durchschnitt der Geraden x
t
— 0, x2

= geht, so ist [57]

ihre Gleichung von der Form x
y

-\- kx., = 0. Da sie aber



80.] aus der Geometrie der geraden Linie. 53

auch durch a geht
;

so ist «, -f- A a
2
— 0. Hieraus folgt

A = , und wenn man dies substituirt , die obiffe

Gleichung.

78. Bei allen Puncten, welche auf einer durch die Ecke ///

gehenden Geraden liegen, kann man den Coordinaten x
{
und x.,

die nämlichen Werthe zuertheilen
;

sodass die nähere Be-

stimmung der Lage des Puncts lediglich von dem Werthe von

xs
abhängt.

Beweis. Ist a irgend ein auf der Geraden liegender

Punct, so hat [77 J die Gerade die Gleichung a
2x {
— a

i
x2=0,

d. h. für alle auf der Geraden liegenden Puncte ist das Ver-

hältniss -l

- = — , also constant.

79. (Fig. 7.) Sind a, ß zwei Puncte, resp. auf den Seiten

x
{

= 0, x2
= des Fundamentaldreiecks, und al7 a

2 , a
3

die

Coordinaten des Punctes a , in wel- Fig. 7.

ehern die Geraden Icc und II ß sich

treffen, so lautet die Gleichung der

Geraden cc ß

:

ß\
tl _i_ °^1

Beweis. Die Coordinaten der jfi

Puncte cc und ß sind resp., 0, a2)
a
3

und a
17 0, a3 [78]. Setzt man diese

in die Gleichung einer beliebigen Geraden

tn^i + m
2 x2 + m

s
xs
= 0,

um die Bedingungen auszudrücken, dass diese durch die

Puncte a und ß gehe, so erhält man

m
2
a
2 -f- m3 as

=
m

l
a

i -f- ms
a
3
= 0.

Eliminirt man ml7 m2) ms
aus diesen drei Gleichungen, so

erhält man als Gleichung der Geraden cc ß

a
2
«
3

a
l

a3

woraus durch Division mit a
{
a
2
a3 die obige Gleichung folgt.

80. Zieht man durch einen beliebigen Punct a und die

= a
2
a
3x l

-j- a.
i
a

i
x
2
— a

x
ä
2x%
— 0,
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Ecken eines Dreiecks I II III (Fig. 8) Gerade, welche die

gegenüberliegenden Seiten in a, ß, y schneiden, und schneidet

dann mit ßy, ya, aß die dritten Seiten auf's Neue in l,m, n,

so liegen diese drei Puncte in einer Geraden und sind har-

monisch zugeordnet zu resp. a, ß, y in Beziehung auf

II III, III I, I II. Nimmt man I II III zum Fundamental-

dreieck und nennt al} a
2 , a

s
die Goordinaten von a, so ist

«1 «2 «3

die Gleichung der Geraden l m n.

Fig. 8.

cc ni 7

Beweis. Die Gleichungen der Geraden ßy, ya, aß sind

nach [79]

ßy

ya

aß

1
x2 + ^ =

«3

«1

f2
ö2
+ ^ =

«3

Xs_ 1 ^2

«2

— ^ = 0.
«3

Die Puncte l m, n sind die Schnitte dieser Geraden mit resp.

x
l
=0, x^ — O, x3

= 0; daher sind diese Puncte auch die

Schnitte folgender Geraden:

m

. x< = mit —
a2

1 ^3
~i ß3

=

. Xc> = mit —
2

«3
=

. Xo = mit — _i_ ^ = 0.
a2

Nun sind aber dieselben Puncte auch die Schnitte von

CO t
== V7 • t^o === Vy. $/<^ '

— \J
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mit einer und derselben Geraden, nämlich mit

•T|
_i_ '!_ _|_ *!2 — o

folglich liegen Imn alle drei auf dieser Geraden. Nach dem
Vorigen sind ferner die Gleichungen der Geraden //, Hm, Hin
folgende :

//.. .*2 _i_ _i> = o,

Hin . . .

und nach [77] die der Gera

ja. . . a. — ^= o,
«2 «3

77/y

folglich sind [59] / (7/ 7/7 / a) vier harmonische Strahlen, und

daher II III l a vier harmonische Puncte. Ebenso bei den

übrigen.

81. Schneidet eine Gerade die Seiten II III, III I, I II

eines Dreiecks (-Fig. 8) in /, m, n, und sind a, ß, y harmonisch

zugeordnet zu resp. /, m, n in Beziehung auf II III, III I, I II,

so schneiden sich die Geraden I a, II ß , III y in einem

Puncte a.

Beweis. Ist — + — -f- — = die Gleichung der ge-
a

t
' a2 ' a3

o o

gebenen Geraden in Beziehung auf I II III als Pundamental-

dreieck, so haben die Geraden 7/
?
Um, III n die Gleichungen

11 .

lim . . . =- _L.il
«3 «,

= o,

dei

-L __ -__
«2

i 7rc
;
77/3, 7/7 y:

>

n/j ^3 xi

a3 a
l

= 0,

__ - ^ = 0,
«2

Ia

x 2 1 ^3

«2 «3
: 0, lim .

X3 1 ^1
'

' «3 «1

= o,

77/ n .
_ii _l __
«1 ' a2

= 0.

ach [59]

£t?2 -Co

r/2 Ä3

0, ///?.
^3 ^1

* ' a3 aA
= o,

77/ y .

/7. /7-
= 0.

Die Summe der linken Theile der drei letzten Gleichungen

aber ist identisch Null, mithin genügen die Coordinaten des

Durchschnittspuncts der beiden ersten Geraden auch der dritten
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Fig. 9.

Gleichung, und folglich schneiden sich diese drei Geraden in

einem Puncte, dessen Coordinaten nach [77] a
Xi a

2
,az sind.

82. Hat man in der Ebene zwei beliebige Punctepaare

a d und b b', so bestimmen dieselben stets ein drittes Puncte-

paar c c (Fig. 9) als Durchschnitte der Geraden (ab, d b')

und (ab'
}
db), welche je zwei Puncte,

die nicht demselben Paare ange-

hören, verbinden . Solche sechs Puncte

bilden dann die Ecken eines voll-

ständigen Vierseits 5 und nimmt man
aus jedem Paare einen Punct, so

erhält man zwei dreipunctige Grup-

pen z. B. abc, db'c, die allemal die

Eigenschaft haben, dass die Puncte

der einen Gruppe (abc) auf einer

Geraden liegen, und die der anderen (db'c') ein Dreieck bil-

den, dessen Seiten durch die Puncte der ersten Gruppe hin-

durchgehen. (Ebenso auch dbc und ab' c, ab'c und a'bc
}
etc.)

83. Aufgabe. Wenn drei Puncte pqr gegeben sind,

so soll ein vollständiges Viereck abcd construirt werden,

welchem pqr als Diagonaldreieck angehört. (Fig. 10.)

Auflösung. Einen Punct a des Vierecks kann man
willkürlich annehmen. Verbindet man diesen mit p, q , r , so

sind diese Geraden drei Seiten des

gesuchten Vierecks, und man findet

die drei übrigen, wenn man zu jeder

der Verbindungslinien pa, qa,ra den

zugeordneten harmonischen Strahl con-

struirt in Bezug auf die in der be-

treffenden Ecke zusammenstossenden

Seiten des Dreiecks, wie aus den

Fig. 10.

wie aus

harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks folgt.

{Schröter. Steiner's Vorlesungen pag. 17.) Natürlich braucht diese

Construction nur für eine Ecke z. B. p ausgeführt zu Werden;

denn ist pcd der gesuchte harmonische Strahl, so schneidet

derselbe die Geraden aq und ar in. c und d, und zuletzt ist

b === (ap
}
er) oder (ap, dq).

Anmerkung. Es giebt daher unendlich viele vollstän-
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dige Vierecke, welchen dasselbe Diagonaldreieck angehört;

das Viereck ist aber bestimmt, sobald eine Ecke desselben

angenommen ist.

Dritter Abschnitt.

Hülfssätze über Kegelschnitte.

§• 1.

84. Die erforderliche und hinreichende Bedingung, dass

ein Kegelschnitt, der die Gleichung hat

(1) U = Cl^Xi" -f- Cl
22 X2 T~ «33 ^3 T" ^«23*^2XZ

—j—~£l Clo I Xv X\ 1 £CttnXlXr) =—— w,

wobei tthk = cikh sei, aus zwei Geraden besteht, ist

D =
a\\) Ü12> «13

«21; «22; «23

tt o
i

• t/oo 4 ''o

0.

'31? "32) "33

Beweis. Wenn der Kegelschnitt aus zwei Geraden be-

steht, also der linke Theil der Gleichung (1) in zwei lineare

Factoren zerfällt, so seien

P= p {
x

Y -f p2x2 -f pz
X

B Q = qi x x -f q2
x

2 -f q3 x3

diese Factoren, also

u = PQ.

Dann hat man

^^QiP + PiO.

Für den Punct m, in welchem die beiden Geraden sich schnei-

den, verschwinden P und Q gleichzeitig, daher ist für diesen

Punct auch gleichzeitig

du ^ du_ /-v du _ r.

oder

«n^i ~~r «12^2 ~r «13^3 — ^

(2) an x {
.-j- a22 x2 -f- «23^3 ==

«31^1 + «32^2 + «33#3 = °; !
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d. h. der Ptiuct m ist der gemeinschaftliche Durchschnitt

dieser drei Geraden. Eliminirt man aber x
t
x2 x3

aus den

Gleichungen. (2) , so folgt D = 0.

Umgekehrt: ist D==0, so bestehen die drei Gleichungen (2)

gleichzeitig, und daher giebt es drei Zahlen X lf A
2 , A

3 , von

der Eigenschaft, dass wenn man die linken Theile dieser

Gleichungen mit ihnen ruultiplicirt, und die Producte addirt,

die Summe identisch Null ist. Für diese Zahlen ist daher

, du_ . , 8u_ 3 j9m __ q
1 d xi '

2 d oc2
*

3 doc3

Führt man nun statt der Variabeln xl} %, xz
drei andere

UmViiVz ein
;
lüde111 man setzt

x
i
= V\ + ^i2/ö ?

xi = V-i + hVzy x
'i
= hVn

so ist

du du dcc
x

. du dx-i
,

du dxz

dy3
~~ d seid

y

z ' dxz dyz
' dx3 dy3

du i i ?*< i i dw= A
i ?rz. + ^2 irr + A
d#i '

2 da;2 '
3 dtt;3 a-v. '

also verschwindet j^- , und folglich wird dann u eine homo-
8y3

gene Function 2 ic" Grades von y v
und y.2 und enthält ?/3

nicht.

Eine homogene Function von zwei Variabein aber lässt sich

stets in lineare Factoren zerlegen. (Vgl. Hesse. Zur Theorie der

ganzen homogenen Functionen. Crelle's Journ. Bd. 56, pag. 26.8.)

§. 2.

85. Der geometrische Ort der Durchschnitte entsprechen-

der Strahlen zweier projectivischer Strahlbüschel ist ein Kegel-

schnitt, welcher durch die Mittelpuncte der beiden Strahl-

büschel geht.

Beweis. Bedeuten A,Ä, B,B' lineare Ausdrücke, so

sind [61]

A -f IÄ = B -f XB' =
die Gleichungen zweier projectivischer Strahlbüschel, und

gleichen Werthen von X gehören entsprechende Strahlen zu.

Man erhält daher den geometrischen Ort der Durchschnitte

entsprechender Strahlen, wenn man l eliminirt. Das giebt

AB' — AB = 0,
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welches, wie man sieht, ein Kegelschnitt ist, der durch <li<'

Durchschnitte der Geradenpaare A=0, Ä=() und B—0, B =0
geht.

86. Zieht man aus zwei Puncten m, m eines Kegel-

schnittes Strahlen nach allen übrigen Functen a, b, c, d, . . .

desselben, so sind die Strahlbüschel m(a, b, c, d, . . .) und

m'(a, b, c, d, . . .) projectivisch, und je zwei Strahlen ent-

sprechende, die nach demselben Puncte des Kegelschnitts ge-

richtet sind.

Beweis. Betrachtet man zunächst nur drei Puncte a, b, c,

so ist der Kegelschnitt durch sie und durch m , tri bestimmt

;

zugleich aber sind durch die zwei Strahlengruppen m(a, b, c)

und m'(a, b , c) auch [61] [35] zwei projectivische Strahlbüschel

bestimmt, deren entsprechende Strahlenpaare md, md, etc.

sich nach [85] auf dem Kegelschnitte mm'abc schneiden,

folglich sind umgekehrt je zwei nach demselben Puncte des

Kegelschnitts gerichtete Strahlen einander projectivisch ent-

sprechend.

87. (Fig. 11.) Bezeichnet man sechs Puncte eines Kegel-

schnittes in beliebiger Reihenfolge genommen mit 1,2,3,4,
5, 6 und bildet aus ihnen, indem man je zwei auf einander

folgende durch eine Gerade verbindet, ein einfaches Sechseck,

so liegen die Durchschnittspuncte der drei Paare gegenüber-

liegender Seiten

(12, 45) = h, (23, 56) = k, (34, 61) = l

auf einer Geraden. (PascaVs Theorem.)

Beweis. Bezeichnet man die durch die Puncte 12, 23, etc.

gehenden Geraden durch J
i2
= 0, Ari

= 0, etc., so kann

man den Kegelschnitt, weil er sowohl durch 12 3 4 als auch

durch 4 5 6 1 geht, in folgenden Formen darstellen

Ä
\ 2
Asi — lAi A23 = ° imd A

4b A\ — P Au 4e = °l

wo X
f

(i gewisse constante Factoren bedeuten. Die linken

Theile dieser Gleichungen müssen daher bis auf einen con-

stanten Factor v identisch sein; d. h. es ist

^12^34 — ^14^23 = V
(Aiö 4,1 — Mjl A

5fi) P

also auch
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Setzt man dies gleich Null, so erhält man die Gleichung eines

Kegelschnitts, welcher, wie die linke Seite zeigt, durch fol-

gende vier Puncte geht:

(^12; ^45) = h (4i4; A^)=l, 0*12* 4»i) = l
> (^34; A4ö)= 4-

Wegen der rechten Seite aber besteht dieser Kegelschnitt aus

den beiden Geraden Au = und XAn — ftv^56 = 0, und

da die erstere die Gerade 14 ist, so muss die letztere die Ge-

rade hl sein. Aber, wie ihre Gleichung zeigt, geht diese durch

den Durchschnitt (Ari , J5G)
= k, also liegen h, k, l auf einer

Geraden. {Sälmon. Anal. Geom. cl. Kegelschnitte, deutsch von Fiedler,

W* Aufl. pag. 298.)

88. Liegen sechs Puncte 1, 2,3,4,5,6 so, dass die

Durchschnittspuncte

(12,45) = /*, (23, 56) = Ar, (34,61) = /

auf einer Geraden liegen, so befinden sie sich auf einem Kegel-

schnitte. (Fig. 11.)

Beweis. Durch fünf von den sechs Puncten z. B.

1,2,3,4,5 ist ein Kegelschnitt K bestimmt. Wenn nun x

der Punct ist, in welchem l\ diesen Kegelschnitt zum zweiten

Male schneidet, so muss dieser nach [87] auch auf der Ge-

Geraden kb liegen. Der Annahme nach aber ist 6 der Durch-

schnitt von k 5 und / 1 , also fällt 6 mit x zusammen und

befindet sich daher auf dem Kegelschnitte K.

89. Aufgabe. Wenn ein Kegel-

schnitt durch fünf Puncte 1,2,3,4,5

gegeben ist, einen beliebigen sech-

sten Punct desselben zu construiren,

z. B. denjenigen Punct 6, in wel-

chem eine durch 1 beliebig ge-

s zogene Gerade A den Kegelschnitt

zum zweitenMale schneidet. (Fig. 11.)

Constructions Vorschrift.

Man bezeichne die gegebenen Puncte

in beliebiger Ordnung mit 1, 2, 3,

4, 5 und bestimme

(12,45) = /?., (34, Ä) = l, (2S,hl) = k
>

Fig. 11.
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so ist

(Ä-5
; Ä) = 6

der gesuchte Punct.

Beweis. In Folge dieser Construction liegen die Puncte

1, 2, 3, 4, 5, G so, dass sie die in |88] angegebene Be-

dingung erfüllen, und daher befindet sich G auf dem durch

1,2,3,4,5 bestimmten Kegelschnitte und zugleich auf der

Geraden A.

Bemerkung. Diese Construction ändert sich nicht,

wenn an die Stelle zweier gegebener Puncte einer, und ausser-

dem die Tangente in demselben tritt. Denn man braucht dann

nur den gegebenen Berührungspunct als zwei, und zwar zwei

aufeinander folgende Puncte zu betrachten, und die Tangente

als die Verbindungsgerade derselben.

90. Aufgabe. Wenn ein Kegelschnitt durch fünf Puncte

1 , 2, 3, 4. 5 oweben ist,
. . Fig. 12.

in einem derselben, z. B.

1, die Tangente zu con-

struiren. (Fig. 12.)

Constructionsvor-
schrift. Man bezeichne

die gegebenen Puncte in

beliebiger Ordnung mit

1, 2, 3, 4, 5 und bestimme

(12-, 46)-*,
(23, 51) = *,

(34, h k) = I,

so ist l 1 die gesuchte Taugente in 1.

Beweis. Denkt man sich in 1 zwei Puncte 1, 6 zusam-

menliegend, so vertritt die Gerade 51 die Stelle der Geraden 56.

Der Construction zufolge und wegen [88] liegen dann auf

der Geraden 71 zwei Puncte 6
;
1 des Kegelschnittes in 1 ver-

einigt, und daher ist l\ Tangente.

91. Aufgabe. Wenn zwei projectivische Strahlbüschel

durch je drei Strahlen m(a b c) und m'(ci b' c) gegeben sind,

zu einem vierten gegebenen Strahl md des ersteren, den ent-

sprechenden tri
d' in dem letzteren zu construiren.
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Auflösung. Man bezeichne mit a, ß f y die Durch-

schnitte der entsprechenden Strahlenpaare {ma
}
m'd), (m b, mb'),

{mc, m c), und denke durch die Puncte mm'ccßy einen Kegel-

schnitt gelegt. Construirt man dann nach [89] den Punct d,

in welchem die Gerade m d diesen Kegelschnitt trifft, so ist

m d der gesuchte Strahl m'd'. — Aus [86]. (Andere Constructio-

nen S. Schröter. Steiner's Voi-lesungen §. 10.)

92. Aufgabe. Wenn ein Kegelschnitt durch fünfPuncte

1,2,3,4,5 gegeben ist, die Durchschnitte desselben mit

einer beliebigen Geraden A, welche durch keinen jener fünf

Puncte hindurch geht, zu construiren.

Auflösung. Man betrachte zwei jener fünf Puncte z. B.

1 und 5 als Mittelpuncte zweier Strahlbüschel, und schneide

mit den Strahlen 1(2 3 4) und 5(2 3 4) die Gerade A resp.

in abc und a'b'c, so sind dies entsprechende Puncte zweier

auf A liegender projeetivischer Punctreihen [86, 65]. Con-

struirt man nach [73] die Doppelpuncte e, f der letzteren,

so erhält man die verlangten Durchschnitte. — Denn alsdann

sind le und be entsprechende Strahlen , und daher [85] liegt

e auf dem Kegelschnitte; ebenso bei f.

93. Bei drei unter einander projeetivischen Strahl-

büscheln [1] , [2] , [3] giebt es drei Puncte von der Art, dass

durch einen und denselben drei entsprechende Strahlen der

drei Büschel gehen.

Beweis. Der geometrische Ort der Durchschnitte ent-

sprechender Strahlen von [1] und [2] ist ein Kegelschnitt K
z ,

der durch 1 und 2 geht [85], sodass für jeden Punct x desselben

lx und 2x entsprechende Strahlen sind. Ebenso ist der geo-

metrische Ort der Durchschnitte entsprechender Strahlen von

[1] und [3] ein Kegelschnitt K2 , der durch 1 und 3 geht, der

Art dass für jeden Punct x desselben die Strahlen lx und 3x
einander entsprechen. Ist also x ein Durchschnitt der Kegel-

schnitte K% und K2 , so entsprechen einander alle drei Strahlen

lx, 2x, k>x, und x ist einer der gesuchten Puncte. Eine

Ausnahme tritt hier aber ein, wenn x auf 1 fällt, denn dann

entspricht den Strahlen 21 und 31 nicht der nämliche Strahl

in [1], sondern dem ersteren die Tangente an K^ nnd dem
letzteren die an K

2 , also sind 21 und 31 nicht entsprechende
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Strahlen. Die gesuchten Puncte sind demnach die drei Puncto

xyz, welche die Kegelschnitte K
A

und A'
2 ausser 1 mit

einander gemein haben. Diese Puncte müssen übrigens auch

auf dem Kegelschnitt K\ liegen, welcher den geometrischen

Ort der Durchschnitte entsprechender Strahlen der Büschel

[2] und [3] bildet, und daher durch 2 und 3 geht. Da dieser

Kegelschnitt durch die Puncte 2, 3, x, y , z schon vollständig

bestimmt ist, so geht er im Allgemeinen nicht durch 1.

§.3.

94. Legt man durch einen beliebigen Punct x eine Trans-

versale, welche einen Kegelschnitt in z und z" schneidet,

und bestimmt den zu x in Bezug auf z, z" zugeordneten har-

monischen Punct y, so heisst dieser ein zu x in Bezug auf

den Kegelschnitt conjugirter Pol. Natürlich ist dann auch

x conjugirter Pol zu y.

95. Ein Punct x hat in Bezug auf einen Kegelschnitt

u = unendlich viele conjugirte Pole, nämlich auf jeder durch

x gehenden Transversale einen. Alle diese aber liegen auf

einer Geraden, welche die Polare von x bezüglich des Kegel-

schnittes heisst, und deren Gleichung bei veränderlichen y; ist:

a i \ du , du
i

du n
4, W. = vi ^ + vx ^r2 + ys ^ = o.

Der Punct x heisst dann der Pol dieser Geraden.

Beweis. Sind x, y zwei beliebige Puncte, und z ein

auf ihrer Verbindungslinie liegender Punct, so kann man [19|

die Coordinaten des letzteren setzen:

Zi = Xi -}- Ayi.

Liegt aber z auf dem Kegelschnitte u = 0, so ist

u(x
x + lyi} x, -f- ly2 , x.

A + Ay3)
= 0.

Entwickelt man diesen Ausdruck nach Potenzen von A, so

erhält man nach [4]

(1) UX -\- I4y (Ux) + - 4y 2
(ttX) = 0,

und dann gehören die beiden Wurzeln A dieser Gleichung den

beiden Durchschnitten z', z" der Geraden x y mit dem Kegel-

schnitte zu. Sind nun aber xy und z z" zwei Paare zuge-
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ordneter harmonischer Puncte, so müssen [25] die den Puncten

z, z" zugehörigen Werthe von l gleich und entgegensetzt

sein. Folglich muss

dy («*) =
sein. Dreht man nun die Gerade xy um den Punct x, so

dass y veränderlich wird
;
so müssen seine Coordinaten dabei

der vorigen Gleichung genügen, und daher beschreibt der

Punct y eine Gerade.

Zusatz. Hieraus folgt: Besteht der Kegelschnitt aus

zwei Geraden, ma und mb, welche sich in m schneiden, so

ist die Polare eines Puncts x in Bezug auf dieses Geradenpaar

der zu mx zugeordnete harmonische Strahl in Beziehung auf

ma und mb.

96. Die Polare eines Puncts x bezüglich eines Kegel-

schnitts geht durch die Berührungspuncte der aus x an den

Kegelschnitt gehenden Tangenten. — Denn fallen z, z" in

einen Punct zusammen, so fällt auch y in diesen Punct.

97. Ist a
i y 1

-\-a.
2 y2 -f- a

3 yi
= die Gleichung einer

beliebigen Geraden, so findet man die Coordinaten x-i ihres

Pols bezüglich eines Kegelschnittes u = durch Auflösung

der Gleichungen

du
m
du .8« = a . a .

Denn die Polare des Pols x hat nach [95] die Gleichung

a i \ du , du , du n
**W = ?' ä^ + ^ ^ + ^ 8^3

= °

'

soll also x der Pol der gegebenen Geraden, oder diese die

Polare von x sein, so ist dazu nothwendig und hinreichend,

dass die Coefficienten der letzten Gleichung denen der ge-

gebenen proportional sind.

98. Liegt ein Punct x auf dem Kegelschnitte u == 0, so

so ist bei veränderlichen yi

4y (iQ =
die Gleichung der Tangente an dem Kegelschnitte im Puncte x.

Beweis. In diesem Falle ist in der Gleichung (1) in

[95] Ux = 0, und wenn ausserdem die Gerade xy den Kegel-

schnitt berührt , so fallen die Durchschnitte z , z" beide in x.
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hinein, sodass die Gleichung (1) dann zwei gleiche Wurzeln

A = hat. Damit dies eintrete, muss z/
v
(w.r) = sein, und

da diese Gleichung den geometrischen Ort der Puncte y an-

giebt, für welche die Gerade xy den Kegelschnitt berührt,

so ist sie die Gleichung der Tangente.

99. Hieraus folgt unmittelbar: Die Polare bezüglich eines

Kegelschnittes von einem Punctes x, welcher auf dem Kegel-

schnitte selbst liegt, ist die Tangente an dem Kegelschnitte

in dem Puncte x.

100. Liegt ein Punct b auf der Polare eines Punctes a,

so geht die Polare von b durch a hindurch.

Beweis. Die Polaren der Puncte a und b sind [95] resp.

Liegt nun b auf der ersteren Polare, so ist <db(ua ) == 0. Da
aber diese Gleichung (nach [5] für n — 2) sich auch schreiben

lässt: 4a (ub ) = 0, so wird der Gleichung der Polare von b

genügt, wenn man a statt y setzt.

101. Man hat daher zusammenfassend: Die Verbindungs-

gerade zweier zu demselben Puncte conjugirter Pole ist die

Polare dieses letzteren Punctes. Der Durchschnitt der Polaren

zweier Puncte ist der Pol der Verbindungsgeraden jener Puncte.

Die Polaren aller Puncte, welche auf einer Geraden G liegen,

bilden einen Strahlbüschel , dessen Mittelpunct m der Pol von

G ist. Alle Puncte einer Polare G sind conjugirte Pole zu

dem Pol m dieser Geraden.

§• 4.

102. Die Gleichung

( J. ) Cl I 00Q «X/O "j- City & o 00 1 ~~i Wo Ob
j
kb*) \J

stellt einen Kegelschnitt dar, welcher durch die Ecken des

Fundamentaldreieckes geht, und umgekehrt hat die Gleichung

jedes diesem Dreiecke umschriebenen Kegelschnittes die obige

Form. Die Tangenten in den Ecken des Dreiecks schneiden

die gegenüberliegenden Seiten in drei Puncten, welche in

einer Geraden liegen; und deren Gleichung ist:

(2) " El _i_ £!? _j_ ^? __ o

Dtträge, Curven dritter Ordnung. 5
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Beweis. Die Gleichung (1) wird erfüllt, sobald zwei

Coordinaten gleichzeitig Null sind ; daher geht der Kegelschnitt

durch die Ecken des Fundamentaldreiecks; und umgekehrt:

wenn dies der Fall ist, wenn also der Gleichung des Kegel-

schnitts durch das gleichzeitige Verschwinden je zweier Coor-

dinaten genügt werden soll, so kann sie die Quadrate der

Coordinaten nicht enthalten. Die Tangente in irgend einem

Puncte y hat nach [98] die Gleichung

y {
{a2 x.d -\-a.i x2)-\-y2

{a
z x i

-\-a
i
Xo,)-\-tji {a v

x
2 -\-a2 x i

)=Q.

Mithin sind die Tangenten in den Ecken des Dreiecks

x2 I
xz _ r\ ^3 _i_ f^i _ _ r\ £^i _i_ £jg _ r\

.

ö2
"*

«3
' a3 a

\

' a
i

a2
'

diese aber schneiden die gegenüberliegenden Seiten in den

nämlichen Puncten, wie die Gerade (2).

103. Die Gleichung

]/'

a

x
x

x -f- f/a2
x

2
-j- y

n

% x^ = 0,

oder rational gemacht

( J. ) Ct\ X-t I tln Xty I Wo Xo £J City t/o Xf} Xo

— u Clo €tt Xo X* et Wj Ct.o X j X2
==— u

4»

stellt einen Kegelschnitt dar, welcher die Seiten des Funda-

mentaldreiecks berührt; und umgekehrt: jeder solche Kegel-

schnitt kann durch eine Gleichung von obiger Form darge-

stellt werden. Die Coefficienten a1} a2) a
z

haben die Eigen-

schaft, dass die Gerade

(2) aA x {
-j- a

2 x2
-\- a

3x3
=

die Seiten des Fundamentaldreiecks in denjenigen Puncten

schneidet, welche den Berührungspuncten in Beziehung auf

die Ecken des Dreiecks harmonisch zugeordnet sind.

Beweis. Setzt man in (1) z. B. x
3
= 0, so erhält man

(a
1
x

i
— a

2 x2)
2 = 0; d. h. die Gerade x3

= schneidet den

Kegelschnitt in zwei zusammenfallenden Puncten, nämlich

da, wo dieser von zwei mit

zusammenfallenden Geraden getroffen wird. Die Seite x
:i

=
berührt also den Kegelschnitt, und die vorige Gerade ver-
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bindet den Berührungspunct mit* der Ecke ///. Für den

Durchschnitt der Geraden (2) mit x., = aber erhält man

und diese Gerade verbindet diesen Durchschnitt mit der

Ecke HL Da nun nach [59]

x
x

— 0, x2
= 0, a

l
x

i -f- a
2 x2
= 0, u

x
x

x

— a2 x2
=

vier harmonische Strahlen sind , so sind deren Durchschnitte

mit xz
= vier harmonische Puncte. — Wenn- ein Kegel-

schnitt nicht eine Gleichung von der Form (1) hat
;
so kann

er nicht alle Seiten des Fundamentaldreiecks berühren, da

man dann nicht für x
x
= 0, x2

= und x
s
= jedesmal ein

vollständiges Quadrat erhalten würde.

104. Berührt ein Kegelschnitt die Seiten eines Dreiecks,

so schneiden sich die Geraden, welche die Berührungspuncte

mit den gegenüberliegenden Ecken verbinden, in einem Puncte.

— Denn nimmt man das Dreieck als Fundamentaldreieck an

und stellt den Kegelschnitt durch die Gleichung (1) in [103]

dar, so haben jene Geraden die Gleichungen

LI * JUa ——
* (Xn Jüc\ \) . ttn JUc\ ifo JL/-* ~™~ yJ * LI o t/Co Lt i *Ä/ 1 Vy«

deren Summe identisch Null ist.

105. Das System der Kegelschnitte, welche durch die

nämlichen vier Puncte hindurchgehen, heisst ein Kegel

-

schnittbüschel, und die vier gemeinsamen Puncte die

Basispuncte des Büschels. Bezeichnen u = und v =
irgend zwei Kegelschnitte desselben, so lassen sich alle übrigen

durch die Gleichung

u -\- Xv =
darstellen, wenn dem A andere und andere Werthe zuertheilt

werden. Denn diese Gleichung stellt einen Kegelschnitt dar,

welcher durch die Puncte geht, in denen w= und v= sich

schneiden. Will man aber einen bestimmten Kegelschnitt des

Büschels fixiren, so hat man nur nöthig, ausser den vier

Basispuncten noch irgend einen fünften Punct e anzunehmen,

durch welchen dieser Kegelschnitt hindurch gehen soll. Be-

zeichnen dann «', v die Werthe , welche die Functionen u , v

5*
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in dem Puncte e annehmen , so hat man für diesen u -f- Xv =
und daraus X = T . Demnach kann l auch stets so be-

V

stimmt werden, dass u -j- kv = einen bestimmten Kegel-

schnitt des Büschels darstellt. Durch jeden Punct der Ebene

geht daher nur ein solcher Kegelschnitt.

106. Sind a, b, c, d die Basispuncte eines Kegelschnitt-

büschels, und p der Durchschnitt zweier gegenüberliegender

Seiten des -vollständigen Vierecks abcd, z. B. ab und cd, so

ist die Polare von p in Bezug auf alle Kegelschnitte des

Büschels die nämliche Gerade, nämlich die Verbindungslinie

der Durchschnitte der beiden anderen Paare gegenüberliegen-

der Seiten (ac, bd) und {ad, bc).

Beweis. Diese Verbindungslinie schneidet die Geraden

pab und pcd in zwei Puneten, welche harmonisch zugeordnet

sind zu p in Beziehung auf resp. ab und cd. (S. u. a. Schröter.

Steiner's Vorlesungen über synthetische Geometrie §. 9.) Da nun die

Geraden pab und pcd für alle Kegelschnitte des Büschels

Secanten sind, so ist [95] jene Verbindungslinie die Polare

von p in Beziehung auf jeden Kegelschnitt des Büschels.

107. Hieraus folgt: .Sind p, q, r die drei Diagonalpuncte

des vollständigen Vierecks ab cd, so ist in dem Dreiecke pqr
jede Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke in Beziehung

auf alle Kegelschnitte des Büschels, welcher ab cd zu Basis-

puncten hat.

108. Ein Dreieck, bei welchem in Beziehung auf einen

Kegelschnitt jede Seite die Polare der gegenüberliegenden

Ecke ist, heisst diesem Kegelschnitte conjugirt. — Dem-
nach ist das Dreieck pqr, welches dem aus den vier Basis-

puncten abcd eines Kegelschnittbüschels gebildeten vollständi-

gen Viereck als Diagonaldreieck angehört, allen Kegelschnitten

dieses Büschels conjugirt.

109. Die Form, welche die Gleichung eines Kegelschnittes

erhält, wenn man ein ihm conjugirtes Dreieck zum Punda-

rnentaldreieck' annimmt, ist

Beweis. Die Polare eines Puncts x in Beziehung auf

einen Kegelschnitt u = hat nach [95] die Gleichung
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du . du du _ ,.

Soll nun zuerst die Seite y3
= die Polare der Ecke 111

(x
i
= 0, x2

= 0) sein, so muss sich diese Gleichung für x
x
—

und x
2
= auf y3

= reduciren, es müssen also ^- und ^
für diese Werthe verschwinden, und da es lineare Functionen

sind, frei von x3
sein. Ist nun im Allgemeinen

11= Ct
1 4 C£i ~~p~ ^oo *^9 ~T~ 33 *^S "l 23 2 3 "T" 31 *£yßC\ ~T~ "^1 2^] *^2?

so ist

1
Sz< I

Y g^
ttU X l I ^12^2 "T~ ^13*^3

> 9w _ 1 ,

£ g-^- «21^1 "T" #22*^2 "T ^23*^3

1
5?/

1

"2" ä^T- ^31^1 ~f~ «32^2 T~ a33 X'6'

Es muss^daher zuerst an = an = sein, und dadurch geht

die Gleichung der Polare über in

y^{a^x^ -f- ct^Xi) -f- y2\a2\ x \ \

a22xi) ~\~ 2/3^33^3 == 0.

Da nun aber diese Gleichung ferner für x
2
= und x

s
=

sich auf y x
= reduciren soll, so muss auch a

12
= sein.

110. Alle Kegelschnitte, welche durch einen Punct a

gehen und demselben Dreiecke pqr •

10

conjugirt sind, bilden einen Kegel-

schnittbüschel und haben ausser a

diejenigen Puncte b, c, d zu Basis-

puneten, welche mit a zusammen das

vollständige Viereck bilden, von wel-

chem p, q }
r die Diagonalpuncte

sind. (Fig. 10.)
d

Beweis. Durch eine Ecke a ist das Viereck ab cd be-

stimmt. Construirt man es nach [83] und schneidet die

Seiten des Dreiecks qr, rp,pq mit den Geraden ap, aq, ar

resp. in p , q ', r, so erhält man vermöge der Construction des

Vierecks zugeordnete Paare harmonischer Puncte; z. B. auf

ap sind pp und ab zwei solche Paare. Demnach gehen alle

durch a gelegten Kegelschnitte , für welche q r die Polare von

p ist, nach [95] auch durch b. Und ebenso verhält es sich

auch bei den anderen Puncten.
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111. Die Polaren eines beliebigen Punctes p (der nicht

die in [106] betrachtete Lage hat) in Beziehung auf sämmt"

liehe Kegelschnitte eines Büschels schneiden sich in einem

und demselben Puncte q. Dieser ist dann [101] ein zu p con-

jugirter Pol in Bezug auf jeden Kegelschnitt . des Büschels

und heisst daher der zuj) in Beziehung auf den Kegel-
schnittbüschel conjugirte Pol. Natürlich ist dann auch

p der zu q conjugirte Pol in Beziehung auf denselben Büschel.

Beweis. Stellt man nach [105] irgend einen Kegelschnitt

des Büschels durch die Gleichung u -\- Xv = dar, so erhält

man [95] für die Polare von p in Beziehung auf diesen Kegel-

schnitt die Gleichung

<4e (Up) + *4X (vp) = 0.

Für verschiedene Werthe von X aber schneiden sich [56] alle

diese Geraden in einem und demselben Puncte.

112. Zieht man in den vier Basispuncten eines Kegel-

schnittbüschels die Tangenten an sämmtliche Kegelschnitte,

so bilden diese Tangenten vier unter sich projeetivische Strahl-

büschel, indem diejenigen Tangenten, welche den nämlichen

Kegelschnitt berühren, entsprechende Strahlen sind.

Beweis. Sind a , b , c , d die Basispuncte eines Kegel-

schnittbüschels u-\-Xv= [105], so erhält man nach [98] für

den Tangentenbüschel in a die Gleichung

4x {ua) + I4x (ya ) =
und daraus die drei anderen Tangentenbüschel, wenn mau

ö, c, 4 an Stelle von a setzt. Daher [61] sind diese vier

Strahlbüschel projeetivisch, und diejenigen Strahlen ent-

sprechende, welche gleichen Werthen von X angehören, also

den nämlichen Kegelsclinitt berühren.

113. Wenn ein Strahlbüschel und ein Kegelschnittbüschel

durch Gleichungen von der Form A -}-AB=0 und u-\-Xv=0
dargestellt sind., so heissen dieselben projeetivisch in An-

sehung derjenigen einander entsprechenden Strahlen und

Kegelschnitte, welche gleichen Werthen von l angehören.

Dann folgt aus [112], dass die Tangentenbüschel in den vier

Basispuncten ebenfalls dem Strahlbüschel projeetivisch sind,

und dass einem bestimmten Strahle des letzteren gleichzeitig

ein Kegelschnitt und dessen Tangenten in den Basispuncteu

projeetivisch entsprechen.
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114. Die Polaren eines Punctes p in Bezug auf sümmt-

liclie Kegelschnitte eines Büschels bilden einen Strahlbüschel,

der zu dem Kegelschnittbüschel projectivisch ist. — Denn dei

von den Polaren in Bezug auf den Kegelschnittbüsche]

)/-\-?j:=0 gebildete Strahlbüschel hat nach [11 lj die Gleichung

4x {Up) + Ux (vp) =
und ist daher nach [113] dem Kegelschnittbüschel u -j- Xv =
projectivisch.

§. 6.

115. Eine beliebige Transversale wird von den einzelnen

Kegelschnitten eines Büschels in conjugirten Punctepaaren

einer Involution geschnitten.

Beweis 1. Seien (Fig. 13) abccl die Basispuncte des

Kegelschnittbüschels, aa die Schnitte einer Transversale T

Fig. 13.

mit irgend einem Kegelschnitte des Büschels, ferner ß, ß' die

Schnitte von T mit ab , cd, und yy die Schnitte von T mit

ad, bc. Dann sind [86] folgende zwei Strahlbüschel pro-

jectivisch :

a(a b a d) f\ c(cc b a d),

und daher [65] auch ihre Durchschnitte mit T, also ist [33]

(a ß a y) = (« y a ß').

Aber nach [21] hat man

(a y a ß') = («' ß' a y)

also ist auch

(a ßcc'y) = (a ß' a y').
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Man hat demnach zwei aufeinanderliegende projectivische .

Punctreihen, in welchen ßß' und yy entsprechende Puncte-

paare sind, und ausserdem aa einander involutorisch ent-

sprechen, folglich ist [42] aa' ein conjugirtes Punctepaar der

durch ßß' und yy bestimmten [43] Involution. {Saimon. Anal.

Geom. der Kegelschnitte, deutsch von Fiedler. 2. Aufl. pag. 332.)

Beweis 2. Stellt man den Kegelschnittbüschel durch die

Gleichung u -f-
Xv = dar und bezieht diese auf ein System

von Parallelcoordinaten x, y, dessen x-Axe mit der Transversale

zusammenfällt, so erhält man, wenn man y = setzt, für

die Abscissen der Durchschnitte der Transversale mit den

Kegelschnitten des Büschels eine Gleichung von der Form

a
d
x2

-f- a
L
x -J- a

2 + X{b x 2 -\- b
x
x -\- b2) = 0.

Mithin bilden die Durchschnittspaare der Transversale mit

den Kegelschnitten nach [49] conjugirte Paare einer Involu-

tion. — Dieser Beweis zeigt, dass der Satz auch dann noch

gültig bleibt, wenn die Durchschnittspuncte imaginär werden,

ja selbst dann noch, wenn sie sich auf imaginäre Kegelschnitte

beziehen.

116. Eine beliebige Transversale schneidet die drei Paare

gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Vierecks ab cd
in conjugirten Paaren einer Involution. — Aus [115] , denn

diese drei Geradenpaare sind drei Kegelschnitte eines Büschels

mit den Basispuncten ab cd.

Fig. 14.

117. Aufgabe. Wenn zwei Paare conjugirter Puncte

einer Involution aa,b'ß gegeben sind, zu einem gegebenen

^

Puncte c' den conjugirten y zu construiren.

Auflösung 1. (Fig. 14.) Man ziehe durch a', b'
}
c drei
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Gerade, welche sieh nicht in einem Puncte schneiden, son-

dern ein Dreieck bilden, und bezeichne die Ecken desselben

so mit a, b , c, dass bc, ca, ab resp. durch a, b'
}
c gehen;

suche dann den Durchschnitt (aa, bß) = d und ziehe cd , so

schneidet diese Gerade den Träger der Involution in dem ge-

suchten Puncte y. — Denn ab cd sind dann die Ecken eines

vollständigen Vierecks, dessen Seitenpaare in da, b'ß
}
c'y ge-

schnitten werden. [116.]

Auflösung 2. S. [128.]

118. Unter den Kegelschnitten eines Büschels giebt es

stets zwei (reelle oder imaginäre), welche eine beliebig ge-

gebene Gerade G berühren; und die Berührungspuncte sind

die Doppelpuncte der durch den Kegelschnittbüschel auf G
erzeugten Involution [115]. (Dabei ist ein Geradenpaar das

sich auf G schneidet, als ein diese Gerade berührender Kegel-

schnitt gerechnet.)

Beweis. Die durch den Kegelschnittbüschel auf G er-

zeugte Involution besitzt stets [38] zwei reelle oder imaginäre

Doppelpuncte. In jedem derselben sind zwei conjugirte Puncte

und daher auch die Durchschnitte von G mit einem Kegel-

schnitte vereinigt; daher berührt G in jedem Doppelpuncte

einen Kegelschnitt.

119. Sind p und q zwei conjugirte Pole in Beziehung

auf einen Kegelschnittbüschel [111], so sind diese zugleich die

Puncte, in denen die Gerade pq von zweien Kegelschnitten des

Büschels berührt wird und daher [118] auch die Doppelpuncte

der durch den Büschel auf pq erzeugten Involution.

Beweis. Ist K der durch p gehende Kegelschnitt des

Büschels, so ist pq die Tangente desselben in p\ denn diese

Tangente ist [99] die Polare von p in Bezug auf K und muss

folglich [111] durch q gehen. Aus demselben Grunde ist pq
auch in q die Tangente an demjenigen Kegelschnitte K' des

Büschels, der durch q geht.

120. Schneidet man die Seiten bc, ca, ab (Fig. 14) eines

Dreiecks durch eine Transversale T in den Puncten d, b', c

und bestimmt dann zu diesen die conjugirten Puncte a, ß, y

irgend einer Involution, so schneiden sich die Verbindungs-

geraden aa, bß, cy in einem Puncte d.
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Beweis. Man nehme auf der Transversale T die Puncte

a, ß beliebig an, so ist [43] durch die Paare da, b'ß eine

Involution bestimmt, also ist dann auch der zu c conjugirte

Punct y vollständig bestimmt. Nun sei d der Durchschnitt

der Geraden aa, b ß; dann bilden die Puncte abcd ein voll-

ständiges Viereck, dessen Seitenpaare von T in conjugirten

Punctepaaren einer Involution geschnitten werden [116]. Zwei

der Letzteren sind a'a und b'ß
,
gebildet auf den Seitenpaaren

(bc, ad) und (ac, bd). Das dritte Seitenpaar ist ab, cd, und

da nun c auf ab liegt, so muss der zu c' conjugirte Punct y
auf cd liegen, oder cy muss durch d gehen. {Cremona. Curve

piane. art. 109.)

121. Sind aa', bb' irgend zwei Paare conjugirter Pole

in Bezug auf einen Kegelschnitt K , so ist das nach [82] durch

diese beiden Punctepaare bestimmte dritte Punctepaar cc

ebenfalls ein Paar conjugirter Pole in Bezug auf K. {Hesse.

De curvis et snperficiebus secundi ordinis. Crelle's Journ. Bd. 20. pag. 301.)

Beweis. Sei die Bezeichnung der Puncte cc so gewählt,

dass abc ein Dreieck bilden, und ab'' c in gerader Linie

liegen [82] (Fig. 14). Auf dieser Geraden bestimme man zu

jedem der Puncte a', b', c den conjugirten Pol in Bezug auf

Fig. 14.

6

K. Seien diese der Reihe nach a, ß, y. Dann ist [94] jedes

der drei Paare da, b'ß, cy ein harmonisch zugeordnetes Paar

in Bezug auf die Durchschnitte der Geraden ab' c mit dem

Kegelschnitte K, und folglich [45] sind diese sechs Puncte in

Involution. Daher schneiden sich [120] die Geraden aa,bß,cy

in einem Puncte d. Nun sind a und a beide conjugirte Pole zu

a'
}
also ist [101] aa die Polare von d in Bezug auf K\ ebenso
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ist bß die Polare von b', und daher der Durchschnitt d

von aa und bß der Pol von ab'. Alle Puncte dieser Geraden

sind demnach [101] conjugirte Pole zu d, also unter andern

auch c und y. Aber die beiden letzteren sind selbst conju-

girte Pole, demnach ist sowohl d als auch y coujugirter Pol

zu c, oder dy ist die Polare von c'; aber dy geht durch c,

also ist auch c coujugirter Pol zu c in Bezug auf K. (Cremona.

Curve piane art. 109.)

§• 7.

122. Sind ab cd die Basispuncte eines Kegelschnitt-

büschels, und legt man durch zwei derselben z. B. ab einen

festen Kegelschnitt S, so schneidet dieser die Kegelschnitte

des Büschels in -Punctepaaren aa', ßß', ££', etc. Die Verbin-

dungslinien dieser Paare, also die Linien aa', ßß', ££', etc.

laufen clami durch einen festen Punct der Geraden cd.

Beweis. Bezeichnet man die Geraden ab und cd resp.

durch Aa i = und Acd =0, und mit K = irgend einen

Kegelschnitt des Büschels, so kann jeder Kegelschnitt X— Q

des Büschels durch die Gleichung

X=K+lAab Acd =0
dargestellt werden, wenn X einen veränderlichen Parameter

bedeutet. Bezeichnet man aber die beiden Durchschnitte

(ausser a, b) der Kegelschnitte S und K durch a und a , und

mit Aaa ' = die Gerade aa', so kann der Kegelschnitt S durch

die Gleichung

S= R -J- xAHbAaa ' =
dargestellt werden. Die Durchschnitte abt£ von X und S

müssen daher der Gleichung

X— S = Aah {lAcd
—

- xAau) =
genügen, d.h. auf den Geraden Jaj,=0 und XAcd

— xAaa -= Ö

liegen. Die erstere verbindet die Puncte a, b , also die letztere

die Puncte £, £'; aber diese geht für jeden Werth von A durch

den Punct, in welchem sich cd und aa schneiden. (Salmon.

Anal. Geom. d. Kegelschn. deutsch von Fiedler. 2. Aufl. pag. 297.)
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123. Lässt man an

Stelle des Kegelschnitts

S in [122] zwei resp.

durch a und b gehende

Geraden treten, so folgt:

(Fig. 15). Legt man
durch zwei Basispuncte

a, b eines Kegelschnitt-

büschels [ab cd] je eine

Transversale A und Ä,
so schneidet jeder Kegelschnitt des Büschels jede dieser beiden

Transversalen in einem Puncte : a und d . Die Verbindungs-

linien ad je zweier solcher dem nämlichen Kegelschnitte an-

gehöriger Puncte schneiden sich alle in demselben Puncte,,

bilden also einen Strahlbüschel, dessen Mittelpunct auf cd
liegt. Die Kegelschnitte des Büschels erzeugen daher auf den

Transversalen A und Ä zwei projectivische und perspectivisch

liegende Punctreihen. — Man findet den Mittelpunct k des

Strahlbüschels am einfachsten, wenn man die Durchschnitte

m und m der Transversalen A und Ä mit einem der beiden

Geradenpaare {ac, bd) oder {ad, bc), als einem Kegelschnitt

des Büschels, aufsucht und den Durchschnitt von mm mit cd
bestimmt. (Cremona. Curve piane art. 63.)

124. Aufgabe. (Fig. 16.) Wenn zwei Kegelschnitte

durch je fünf Puncte abcaß und abcyd', von welchen drei

abc beiden gemeinschaftlich angehören, gegeben sind, ihren

vierten Durchschnittspunct d zu

construiren. (Dabei können auch

zwei der gegebenen Puncte zusam-

menfallen , wenn dann nur ihre Ver-

bindungslinie als Tangente des Kegel-

schnitts ebenfalls gegeben ist.)

Auflösung 1. Man betrachte

**? acc und by als zwei Transversalen

A und Ä und suche nach [89] den

Punct y , in welchem A den Kegel-

schnitt abcy d' schneidet, so wie den

Punct u, in welchem Ä den ande-

ren Kegelschnitt abcaß schneidet.

Fig. 16.

-.«,-'
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Dann sind aa und yy zwei Paare entsprechender Puncte der

nach [123] auf den Transversalen A und Ä erzeugten Punct-

reihen, und daher k—{aa',yy) der Mittelpunct des zugehörigen

Strahlbüschels. Nun liegte auch auf cd, also muss d auf c k

liegen; bezeichnet man ferner mit m und m die Puncte, in

welchen die Transversalen A und A' das Geradenpaar ac, bd

schneiden, d.h. ist m = {aa, bd), m' = {by\ ac), so geht

auch mm' durch k. Nachdem daher die Puncte a, y und

k = {ad
, yy") gefunden sind, ist die weitere Constructions-

vorschrift folgende: Man bestimme m ={by',ac), m={aa, m k)

und dann d= {ck, b?n). [Oder mit Benutzung des Geraden-

paares ad, bc: Bestimme n— {aa, bc), n'= (by', nk) und dann

d = (ck, an')]. {Cremona. Curve piane. art. 64.)

Auflösung 2. S. [300.]

125. Seien- ab c d die Basispuncte eines Kegelschnitt-

büschels. Legt man durch zwei derselben z. B. ab einen festen

Kegelschnitt S, so schneidet dieser jeden Kegelschnitt des

Büschels in einem Punctepaare aa, ßß', etc. Zieht man nun

aus einem beliebigen Puncte o des Kegelschnitts S Strahlen-

paare nach diesen Punctepaaren , so bilden diese Strahlenpaare

conjugirte Paare einer Involution.

Beweis. Sei aa das Punctepaar, in welchem irgend

ein Kegelschnitt K des Büschels den festen Kegelschnitt S

schneidet. Da dann die Puncte abedaa alle auf K liegen,

so ist [86]

(1) a[cdaä) f\ b{cdaa).

Nun giebt es unter den Kegelschnitten des Büschels zwei

Geradenpaare, die die Verbindungslinie der gewählten Puncte

ab nicht enthalten, nämlich {ac, bd) und {ad, bc). Die Durch-

schnitte dieser mit S mögen durch AA' und ftft' bezeichnet

werden und zwar so, dass

ac durch A, bd durch X'

ad durch ^, bc durch p

hindurchgehe. Dann kann die Projectivität (1) geschrieben

werden

a{X{iaa') /\ b{{t,' X' aa).

Nun liegen aber die Puncte ab XX' [tu aa alle auf S, daher
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kann man [86] die Mittelpuncte a, b nach irgend einem Punete

o dieses Kegelschnitts hinverlegen und erhält

o(Ä[iaa) /\ o(fi A' ad).

Vertauscht man dann in dem letzteren Büschel die beiden

ersten Strahlen mit einander und gleichzeitig auch die beiden

letzten, so bleibt ihr Doppelverhältniss ungeändert [22], also

folgt

o(X{iad) /\ o(Ä'{i'a'a),

d.h. o(ll'), o{mu), o{ad) sind drei Paare einander entsprechen-

der Strahlen, und bei dem letzten Paare ist das Entsprechen

ein involutorisches [41], mithin ist [42] dieses ein conjugirtes

Paar in der durch die beiden ersten bestimmten Involution.

Zusatz. Da eine Involution aus zwei concentrischen

und involutorisch projectivischen Strahlbüscheln besteht,

so ist das involutorische Entsprechen der Punctepaare IX',

Uli, ad, ßß', etc., die sämmtlich auf dem Kegelschnitte S
liegen, von der Wahl des Mittelpuncts o gänzlich unabhängig.

Man sagt daher, dass diese Punctepaare eine Involution
auf dem Kegelschnitte bilden. Eine solche ist ebenfalls

durch zwei Punctepaare vollständig bestimmt, in der Art dass

mit Hülfe dieser beiden Paare zu jedem Punete des Kegel-

schnitts der ihm conjugirte eindeutig bestimmt ist. Man kann

dann den vorigen Satz auch so aussprechen: Ein durch zwei

Basispuncte ab eines Kegelschnittbüschels beliebig gelegter

Kegelschnitt S schneidet die Kegelschnitte des Büschels in

eonjugirten Punctepaaren einer auf S liegenden Involution.

126. Legt man durch den Mittelpunct o einer Strahlen-

involution einen beliebigen Kegelschnitt S, der die eonjugirten

Strahlenpaare in den Punctepaaren ad, ßß', yy etc. schneidet,

so dass die letzteren eine Involution auf dem Kegelschnitte S
bilden, so schneiden sich die Verbindungslinien ad, ßß', yy
etc. in einem und demselben Punete p und bilden daher einen

Strahlbüschel [p].

Beweis. Nimmt man auf S zwei Punete ab beliebig an

und legt durch ab ad und abßß' je einen Kegelschnitt K
und K' , so treffen sich diese in zwei weitern Puncten c, d.

Betrachtet man nun abcd als Basispuncte eines Kegelschnitt-
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büschels, von welchem K und K' zwei Kegelschnitte sind, so

bilden die Durchschnittspaare von S mit den Kegelschnitten

dieses Büschels nach [125] conjugirte Paare einer auf S liegen-

den Involution. Zwei dieser Paare sind ua, ßß', und durch

diese ist die Involution vollkommen bestimmt. Mithin muss

der durch irgend einen auf S liegenden Punct y gehende

Kegelschnitt des Büschels [ab cd] den Kegelschnitt -S' in dem
zu y conjugirten Puncte y treffen. Demnach bilden die Puncte-

paare au, ßß', yy, etc. zugleich die Durchschnittspaare eines

Kegelschnittbüschels mit dem Kegelschnitte S , der durch zwei

Basispuncte des Büschels geht, und folglich [122] treffen

sich die Geraden et u, ß ß'
,

yy', etc. in dem nämlichen

Puncte.

127. Der im vorigen Artikel entstandene und aus den

Geraden uu
,
ßß'^yy', etc. bestehende Strahlbüschel [p] ist mit

der Strahleninvolution [o] projeetivisch, in der Art, dass z. B.

dem Strahle ua das Strahlenpaar o(aa') entspricht.

Beweis 1. Nimmt man o zum Anfangspuncte eines Pa-

rallel-Coordinatensystems, in welchem die Coordinaten mit %

und rj bezeichnet werden, so kann man die Strahleninvolution

(zweiten Grades) nach [76] durch eine Gleichung von der

Form

(1) a,v? +\nl + a,
2 ? + 2(M 2 + MI + M 2

) =

darstellen. Löst man diese Gleichung nach — auf und be-

zeichnet ihre beiden Wurzeln mit k
x
und k

2 , so werden die

irgend einem Werthe von X zugehörigen und daher conjugirten

Strahlen der Involution o(a, u) durch die Gleichungen

L
]
=rj — ^ £ = L

2
= 7j — k

2 %
=

dargestellt. Der Kegelschnitt S, welcher durch den Anfangs-

punet o geht, habe die Gleichung

S = atf -f bril -f et? -f drj -f- e\ = 0.

Bezeichnet man aber mit

die Gleichung der Geraden uu, so ist der Kegelschnitt S dem
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von den drei Geraden L
X
L

2
F gebildeten

Dreiecke umschrieben (Fig. 17) und kann

daher nach [102] auch in der Form

S= IL
X
L2 -f mL x

F+nL
2
F==0

dargestellt werden. Daraus folgt, dass

(mL
x -f nL2)

F=S — IL
X
L

2

sein muss. Substituirt man darin die Aus-

drücke von L
x , L2 , S, F durch § und rj , so

erhält man die Identität

[(m + n) r\ — (mk
x + nk

2) g] [fy -f- g g -f h ] = arf -\- brji

+ c£2 + drj + el - l(if — (k
x + k

2) n l + ^g 2
)

und daraus für die Coefficienten die Beziehungen

(m -f- ri)f= a — l

(m + n)g — (mk
x + nk

2)f= b + l(k
x
-j- #2)

— (mk
x -f- nk2

~)g — c — /A
-^

(^ -j- w) h = d

— (m k
x -f- w #

2) ^ == e *

Eliminirt man mit Hülfe der beiden letzten Gleichungen zu-

nächst m und n und setzt zur Abkürzung

"1 T" "2 === 5 ^1^2^== P}

so geben die drei ersten Gleichungen

d/= Ä(öf — /)

dg + ef=h(b + /s)

eg = h(c — Ip)

,

und eliminirt man aus diesen /, so erhält man zur Bestimmung

der Verhältnisse von f,g,h die Gleichungen

(e + ds) f -f- dg — (b + as) h =
tf/>/ — ep- -f- (c — ap) h =

und aus diesen

f : g : h = (cd — eb — ad . p — ae . s)

: (— ce -\- (ae — bd) p — cd . s) : (— e2 — <?
2

. jt? — de . s).

Die Coefficienten der Gleichung der Geraden F stellen sich

also dar als lineare Functionen von s und p , ausgedrückt durch
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die Coefficienten der Kegelschnittsgleichung .S

giebt sich aber aus (1)

81

0. Nun er-

a
x -f- "kb

x

P = «2+ **2,

a -f X b i

durch Substitution dieser Ausdrücke werden dann f,g,h pro-

portional mit linearen Functionen von k, welche von den

Coefficienten der Kegelschnittsgleichung S = und denen der

Involutionsgleichung (1) abhängen. Bezeichnet man diese

linearen Functionen dadurch, dass man setzt:

f:g:h=f'+f"k:g\+g"l: li + h"k,

so wird die Gleichung der Geraden F oder ad
F= rv + o'l + v + W"n + v'l + *'0 — o.

Dadurch bestätigt sich zunächst, dass alle diese Geraden F,

also ad, ßß', yy, etc. sich in einem Puncte schneiden, so-

dann aber ergiebt sich, dass eine Gerade ad und das ihm

zugehörige Strahlenpaar o (ad) der Involution demselben

Werthe von k angehören, und dass sie daher einander projec-

tivisch entsprechen [76].

[an kann die StrahlenpaareBeweis 2. (Fig. 18.)

der Involution [o] als Kegel-

schnitte eines Büschels an-

sehen, dessen vier Basispuncte

in o zusammenfallen; alsdann

bilden die Polaren des Punctes

p in Bezug auf diese Geraden-

paare nach [114] einen mit die-

sem Kegelschnittbüschel pro- ___

jectivischen Strahlbüschel, der

natürlich seinen Scheitel in o

hat. Nun gehen aber die Po-

laren von p in Bezug auf die

Geradenpaare o(ad), o(ßß') etc. durch die Puncte a, h etc.,

welche zu p harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf ad, ßß'

,

etc. [95], und da die Punctepaare ad,ßß', etc. die Durchschnitte

des Kegelschnittes S mit Transversalen bilden, die durch p
gehen, so liegen die Puncte et, b, etc. auf der Polare von p
in Beziehung auf S [95]. Mithin liegen die Strahlbüschel

o (et, &,...) und p (ad, ßß', . . .) perspectivisch und sind da-

Duküge, Curven dritter Ordnung. 6
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her projectivisch, und folglich ist der letztere Strahlbüschel

[p] auch projectivisch zu der Involution in o.

Anmerkung. Man bemerke, dass es nicht gestattet

sein würde, den Satz [114] anzuwenden auf beliebige Strahlen-

paare, die sich alle in demselben Puncte treffen, wohl aber

auf solche, die eine Involution bilden, denn diese können

durch eine Gleichung ' von der Form (1) dargestellt werden,

und daher bleibt dann die Schlussweise von [114] gültig.

128. Aus [126] ergiebt sich eine zweite Auflösung der

Aufgabe [117] : Wenn eine Punct- oder Strahleninvolution

durch zwei conjugirte Paare gegeben ist, zu einem gegebenen

Puncte oder Strahle den conjugirten zu construiren. (Fig. 19.)

Auflösung. Durch den Scheitel o der Strahleninvolution,

Fig. 19.

(die entweder unmittelbar gegeben ist, oder die man bei ge-

gebener Punctinvolution erhält, wenn man nach den Punc-

ten derselben aus einem beliebigen Puncte o Strahlen zieht)

lege man einen beliebigen Kegelschnitt S (am einfachsten

einen Kreis), schneide diesen mit den gegebenen Strahlen-

paaren in ad und ßß'
}
und mit dem Strahle, dessen conju-

girter gefunden werden soll, in y. Bestimmt man dann den

Durchschnitt {ad, ßß
f

) = p, und schneidet S mit py in y

,

so ist oy der verlangte Strahl, welcher bei gegebener Punct-

involution natürlich auch den gesuchten Punct liefert.

Zusatz. Zieht man aus p die Tangenten an den Kreis S,

so sind die nach den Berührungspuncten 6 und % gehenden

Strahlen 06 und o% zugleich die Doppelstrahlen der Involution.
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§. 8.

129. Aufgabe. Wenn vier Strahlen eines Strahl-

büschels m'iab'cd") und vier Puncte ab cd gegeben sind,

so soll der geometrische Ort der Puncte x bestimmt werden,

so dass die von x nach ab c d gehenden Strahlen den gege-

benen m'(a'b'cd') der Reihe nach projeetivisch entsprechen.

Auflösung. Man betrachte a als Mittelpunct eines

Strahlbüschels a(b
}
c,d), der mit ?n(b',c',d') projeetivisch ist,

und construire in dem ersteren nach [91] den Strahl a l,

welcher dem Strahl m a in Letzterem entspricht, sodass

a (t, b, c, d) f\ m' («', b', c, d').

Ist dann x irgend ein Punct des Kegelschnittes K', welcher

durch ab c d geht und a l in a berührt, so ist [86]

x~(a, b, c, d) A a ( f, b, c, d),

und daher auch

x (ff, b, c, d) A m'

(
a') V) c'p d')-

Der Kegelschnitt K ist also der gesuchte geometrische Ort.

(Cremona art. 62.)

130. Aufgabe. Wenn fünf Strahlen m' (a'
}

b', c, d', e)

und fünf Puncte «, b, c, d, e gegeben sind, so soll der Mittel-

punct m des Strahlbüschels gefunden werden, dessen nach

den gegebenen Puncten gerichtete Strahlen m {a, b, c, d, e)

den gegebenen m («', b', c', d', e) der Reihe nach projeetivisch

entsprechen.

Auflösung. Construirt man nach [91] einen Strahl al

so, dass

a (t, b, c, d) A »*'
(
a\ b', c, d')

ist, so ist der geometrische Ort der Puncte x, welche die

Forderung erfüllen, dass

x (ff, b, c, d) A w' {a, //, c, d') i

sei, nach [129] ein Kegelschnitt K, welcher durch ab c d geht

und at in a berührt. Construirt man nun ferner einen Strahl

ös so, dass

a [s
}

b, c, e) f\ m (ff', b', c, e)

ist, so ist der geometrische Ort der Puncte x, für welche
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x (a, b, c, e) f\ m (d, b
'
, c, e)

ist, ein zweiter Kegelschnitt K', welcher durch a b c e geht

und as in a berührt. Der gesuchte Punct m ist demnach

der vierte Durchschnittspunct der beiden Kegelschnitte K, K'
}

welche beide durch ab c gehen, und von denen der erste

durch die Puncte ab c d und die Tangente at in a, und der

zweite durch die Puncte ab c e und die Tangente as in a

bestimmt ist. Dieser Durchschnittspunct kann nach [124]

COnstruirt werden. (Cremona art. 62.)

§• 9.

131. Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher zwei

Geraden A == und B — in den Puncten berührt, in wel-

chen diese von einer dritten Geraden D = getröffen wer-

den, kann in der Form

AB = k2 B2

geschrieben werden, worin k eine Constante bedeutet*); und

diese Gleichung stellt bei veränderlichem k den Kegelschnitt-

büschel dar, welcher A und B zu gemeinschaftlichen Tan-

genten, und B zur gemeinschaftlichen Berührungssehne hat.

Nimmt man diese Geraden zu Seiten des Fundamentaldreieckes,

und schreibt demgemäss xu x2, x3
für A, B, D, so heisst die

vorige Gleichung

J | 1
.-y» sy* £/•£ y* Z

l X I *Asy *As*y —^— IX tAyrt *

Man kann nun hier die Coordinaten auf eine einfache

Weise durch einen veränderlichen Parameter fi ausdrücken.

Denn legt man durch / eine beliebige Gerade, so kann diese

durch die Gleichung x2
= [ikx

3
dargestellt werden. Für den

Durchschnitt m derselben mit dem Kegelschnitte findet man
dann, indem man aus (1) einmal x

2
und dann x

3
eliminirt,

die Gleichungen {ix
{

= kx
s,

yfix^ = x
2

. Die durch einen be-

liebigen Punct m des Kegelschnitts und die Ecken des Fun-

damentaldreieckes gehenden Geraden haben also durch ft aus-

gedrückt die Gleichungen

*) Jede der beiden Geraden A und B schneidet den Kegelschnitt

in zwei zusammenfallenden Puncten, nämlich da, wo dieser von zwei

mit D zusammenfallenden Geraden getroffen wird.
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Im .... x
2
= [ikx

3

(2) IIm ... [ix
i
= kx.j

Ulm . . . \>}x
x
= x

2

und die Coordinaten des Punctes m sind

00 |
• 00ty • 00 o " /i • A i* . Lt .

-

Ebenso hat man für einen zweiten Punct tw, des KegelaAnittes

mit dem Parameter ft t
die Coordinaten /r : kfif : (i

i
und er-

hält dann aus [18] für die Verbindungslinie mm
i

dieser bei-

den Puncte die Gleichung

w\ * ĵey wo

k k [i
2

{i

k kfij
2

(i
i

-o,

oder nach

kbi—pt)

Unterdrüc

LL it
j
00 i

—

kung des {

- x2
— k(p-

^emeins

0.

Fallen die Puncte m
v
und m zusammen, wird also ft 1

= [i,

so ergiebt sich ferner für die Tangente an dem Kegelschnitte

(1) in einem Puncte m desselben mit dem Parameter ft die

Gleichung

(3) ft'^j -\—x
2
— 2kjix

s
== 0.

(Salmon. Anal. Geom. der Kegelschnitte. Deutsch von Fiedler, 2. Aufl.

pag. 340.)

132. Zieht man aus einem festen Puncte a Tangenten

an alle Kegelschnitte, welche zwei Geraden A und B in den-

selben Puncten berühren, und daher auch die Berührungs-

sehne D gemeinschaftlich haben, so ist der geometrische Ort

der Berührungspuncte ein Kegelschnitt, welcher dem Dreiseit

ABB umschrieben ist, und durch den gegebenen Punct a

geht.

Beweis. Nimmt man die Geraden ABB zu Seiten des

Fundamentaldreiecks und stellt demgemäss [131] den Kegel-

schnittbüschel durch die Gleichung

dar, so ist die Gleichung der Tangente in irgend einem

Puncte mit dem Parameter [i an einem der Kegelschnitte

nach [131]

yPxi -f- x2
— 2#fta;3 = 0.
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Soll diese durch den Punct a gehen, dessen Coordinaten

a
i

cc2
«
3

seien, so gilt ferner

^b
i a

{
-\- cc

2
— 2k(icc

s
= 0.

Die letzte Gleichung ist daher die Bedingung, dass ein dem
Parameter ft angeliöriger Punct auf einem Kegelschnitt, der

irgendeinem Werthe von k entspricht, ein Berührungspunct

einer von a ausgehenden Tangente sei. Eliminirt man also aus

ihr ft
2 und [ik mit Hülfe der Gleichungen (2) in [131],

indem man ur = — , ak = — setzt , so erhält man den geo-

metrischen Ort aller dieser Berührungspuncte

:

und diese Gleichung stellt für veränderliche Xi einen Kegel-

schnitt dar, der durch die Ecken des Fundamentaldreiecks

geht. [102]. Da ihr genügt wird, wenn man

JU i Jb ty o %JL> O ' -' VC I • VC cy • CC o

setzt, so geht der Kegelschnitt auch durch a. {Saimon H. pl.

Cvs. pag. 160.).

Vierter Abschnitt.

Hülfssätze über algebraische Curven.

§• 1.

133. Eine Curve heisst von der ntcn Ordnung, wenn sie

in Punctcoordinaten durch eine Gleichung des n le" Grades

dargestellt werden kann. Bedeutet also u entweder eine

ganze rationale Function nter Ordnung zweier Parallel- Coor-

dinaten, oder eine solche homogene Function dreier homo-
gener Punctcoordinaten, so ist u = die Gleichung einer

Curve n. 0. Tritt dabei der Fall ein, dass die Function u

in zwei oder mehrere rationale Factoren zerlegbar ist, so

besteht die Curve n. 0. aus dem Complex zweier oder meh-
rerer Curven niedrigerer Ordnung. Ist dieser Fall aber nicht

vorhanden, so heisst die Curve eine einfache Curve n. 0.

134. Eine Curve „n. 0. u = wird von einer Geraden

im Allgemeinen in n Puncten geschnitten.
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Beweis. Verbindet man mit der Gleichung u = die

einer Geraden A = 0, welche vom ersten Grade ist, so lie-

fert die Elimination der einen Coordinate eine Gleichung des

ntcn G}racles f(j r die andere Coordinate (oder bei homogenen

Coordinaten für das Verhältniss der beiden andern Coordinaten).

Da diese Gleichung genau n Wurzeln besitzt, so erhält man .

zunächst für die eine Coordinate, und, wenn mau dasselbe

Verfahren für die andere wiederholt, auch für diese n Werthe,

welche den beiden Gleichungen u = und A = gleich-

zeitig genügen. Indem man sodann, am einfachsten mit

Hülfe der Gleichung A = 0, ermittelt, welche Werthe der

Coordinaten zusammengehören, erhält man die Coordinaten

von n Puncten, welche der Curve u = und der Geraden

A = gemeinsam sind.

135. Es sind^ hierbei einige specielle Fälle hervorzuheben

:

1) Es können zwei oder mehrere Wurzeln der für die eine

Coordinate resultirenden Gleichung n tcn Grades einander gleich

werden, und diesen auch gleiche Werthe der anderen Coor-

dinate entsprechen. Dann fallen zwei oder mehrere Durch-

schnittspunete der Geraden mit der Curve in einen zusammen.

2) Es können eine oder mehrere Wurzeln der für eine

der Coordinaten resultirenden Gleichung nten Grades unend-

lich gross werden. Dann hat die Gerade mit der Curve einen

oder mehrere Puncte im Unendlichen gemein.

3) Es können einige oder alle Wurzeln imaginär aus-

fallen. Solchen imaginären Coordinaten entsprechen dann

allerdings keine angebbaren Puncte mehr. Allein da die

Werthe der Coordinaten dann immer noch algebraisch voll-

kommen bestimmt sind, so betrachtet man sie auch in diesem

Falle als zu bestimmten Puncten gehörig, und nennt diese

imaginäre Puncte. Solche imaginäre Durchschnittspuncte

können aber nur paarweise vorhanden sein, da die imaginären

Wurzeln der resultirenden Gleichungen nur paarweise conju-

girt vorkommen können. Eine Curve von ungerader Ord-

nung wird daher von einer Geraden mindestens in einem

reellen Puncte getroffen.

136. Die im Vorigen hervorgehobenen Fälle bieten

keine Ausnahme des Satzes [134] dar. Eine solche tritt aber

dann und nur dann ein, wenn die Function u einen linearen
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Factor A enthält. Denn dann hat die Gerade A = nicht

bloss n Puncte, sondern alle Puncte mit der Curve u —
gemein, da diese alsdann aus der Geraden A == und einer

Curve (n— 1). 0. besteht. In jedem andern Falle aber, wenn
A nicht ein Factor von u ist, lassen die Gleichungen u =
und A = nur n Auflösungen zu. Daher schliesst man

:

137. Wenn eine Gerade mit einer Curve n. 0. mehr als n

Puncte gemeinsam hat, so macht sie einen Theil dieser Curve aus.

138. Zwei Curven u = 0, v = 0, resp. von den Ord-

nungen n und m schneiden sich in nm Puncten. Eine Aus-

nahme dieses Satzes findet nur dann statt, wenn die Func-

tionen u und v einen rationalen Factor gemeinsam hahen.

In diesem Falle gehört eine und dieselbe Curve niedrigerer

Ordnung beiden Curven an, und die letzteren haben dann

unendlich viele Puncte mit einander gemein.

Beweis. Die Elimination jeder der beiden Coordinaten

aus den beiden Gleichungen u = und v — liefert nach

[7] für die andere eine Gleichung vom Grade nm. Es giebt

daher für jede der beiden Coordinaten nm Werthe, welche

den gegebenen Gleichungen gleichzeitig genügen. Indem

man mit Hülfe der Letzteren ermittelt, welche Werthe der

Coordinaten paarweise zusammengehören, erhält man die

Coordinaten von nm Puncten, welche beiden Curven gemein-

schaftlich angehören. — Die in [135] gemachten Bemerkungen

gelten hier gleichfalls.

139. Bei einer Curve n. 0. u = besteht die Func-

tion n, wenn sie vollständig ist, aus Gliedern.

Beweis. Bezeichnet man die homogenen Coordinaten

mit x
x , xv xz

und ordnet die Function u nach Potenzen von

x3 , so kann man der Gleichung u = 0, indem man mit Uh

eine homogene Function hten Grades von x
x
und x

2
bezeich-

net, folgende Form geben

?/q Quo —t~" W-j Oßo ~~\ tt') Quo "~j • . . j vl?i 'J*

Dann besteht u aus einem Gliede

• u
{
aus 2 Gliedern

u2 „ o „

un „ w+1 „
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Im Ganzen ist daher die Anzahl der Glieder gleich

l + 2 + S + ... + (»+l)

oder gleich
("+1

) <w+2>
.

{Stamm. H. pl. Cvs. pag. 18.)

140. Zur Bestimmung einer Curve n. 0. sind " (n
J~ -

Puncte erforderlich.

Beweis. Setzt man in die allgemeine Gleichung einer

Curve n. O. u = die Coordinaten eines gegebenen Punctes

ein, so erhält man eine lineare Gleichung für die unbekann-

ten Coefficienten. Um daher alle Coefficienten bestimmen zu

können, müssen so viele Puncte gegeben sein, als die Glei-

chung u = Coefficienten enthält. Da man nun aber den

Coefficienten eines Gliedes durch Division zu Eins machen

kann, so enthält die Gleichung ?/ = einen zu bestimmenden

Coefficienten weniger als Glieder. Demnach ist die Anzahl

dieser Coefficienten, imd daher auch die Anzahl der zur Be-

stimmung der Curve erforderlichen Puncte nach [139] gleich

(w+iH*+2) _ 1
'

Qder gleich «^H)

141. Ein solches System linearer Gleichungen, wie man
hier zur Bestimmung der Coefficienten erhält, kann von ver-

schiedener Beschaffenheit sein. Man erhält bekanntlich die

Werthe für die unbekannten Coefficienten in Form von

Brächen, welche einen gemeinschaftlichen Nenner haben.

Seien diese

A B_ C_ z
Z' zT'

~Äy ' ' ' Z'

Es können nun folgende Fälle eintreten: 1) zi ist von Null

verschieden. Dann sind die vorigen Werthe der Coefficienten

vollständig bestimmt, also auch die Curve.

2) z/ ist Null, aber die Zähler A, B, . . . L sind nicht
alle Null. Wenn man dann nach Substitution der obigen

Werthe in die Gleichung u = 0, diese mit /J multiplicirt, so

verschwindet aus der resultirenden Gleichung eine gewisse

Anzahl von Gliedern, aber nicht alle, weil nicht alle Zähler

A, B, . . . L verschwinden. Mithin erhält man wieder eine

ganz bestimmte Gleichung, welche eine ganz bestimmte Curve

darstellt.
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3) Es verschwindet z/, und gleichzeitig auch alle Zähler

A, B, . . . L. Dann werden sämmtliche Coefficienten unbe-

stimmt. In diesem Falle aber sind die linearen Gleichungen

nicht von einander unabhängig, und es giebt für die Unbe-
kannten nicht bloss ein, sondern unendlich viele Systeme von

Werthen, welche den Gleichungen genügen. In diesem Falle

giebt es daher unendlich viele Curven n. 0., welche durch

die gegebenen Puncte
n

^
n^~ j Puncte hindurchgehen. Man

kann hiernach den Satz aussprechen:

142. Durch
7

J~ willkürlich gegebene Puncte lässt

sich stets mindestens eine Curve n. 0. hindurch legen, und

diese ist dann in der Regel durch die gegebenen Puncte be-

stimmt; es kann aber auch der Fall eintreten, dass unendlich

viele Curven n. 0. durch jene Puncte möglich sind.

143. Durch ^~ — 1 beliebig gewählte Puncte gehen

unendlich viele Curven n. 0. ; alle Curven n. 0. aber, welche

durch
n l^~ — 1 Puncte gehen, haben ausserdem noch

—

—

-^—- Puncte mit einander gemein, schneiden sich also

alle in den nämlichen n 2 Puncten.

Beweis. Man kann hier mit Hülfe der gegebenen

Puncte nur
n

J~ — 1 lineare Gleichungen zur Bestimmung

der Coefficienten der Curvengleichung bilden, also eine Glei-

chung weniger, als zu dieser Bestimmung erfordert werden,

daher bleibt ein Coefficient unbestimmt, und es giebt mithin

unendlich viele Curven n. 0., welche durch die gegebenen

Puncte gehen. Wenn nun u = und v = zwei solche

Curven sind , so stellt die Gleichung u -f- A v = für jeden

Werth von A eine Curve n, 0. dar, welche durch die sämmt-

lichen Durchschnitte der beiden Curven u und v, und daher

auch durch die gegebenen Puncte hindurch geht. Aber die

Anzahl aller dieser Durchschnitte ist n2
[138], also schneiden

alle Curven, die durch die Gleichung u -J- A v — dargestellt

werden können, die beiden u und v ausser in den gegebenen

w l"^~ i — i noch in weiteren n 2 — n v l+
_|_ \ pUncten, und
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diese letztere Zahl ist gleich

2 «2 — „a _ 3 re -f- 2 _ _ w2 — 3 m + 2 _ _ («— 1) (w—2)

2 2 2

Es kann aber in der That jede durch die gegebenen

"
'., — 1 Puncte gehende Curve durch qine Gleichung von

der Form u -j- A v — dargestellt werden. Denn lieht man
irgend eine dieser Curven heraus, so kann man auf ihr einen

Punct p stets so annehmen, dass dieser zusammen mit den

gegebenen Puncten die Curve vollständig bestimmt [142 J.

Dann kann aber auch A so bestimmt werden, dass die Curve

u -f- A v = 0, welche jedenfalls durch die gegebenen Puncte

geht, auch den Punct p enthält. Denn bezeichnen u und v

die Wertlie, welche u und v in p annehmen, so geht die

Curve u -f- A v = durch p, wenn u -\- A y' = oder

A = — ~ ist. {Plücker. Algebraische Curven. pag. 8.)
v

Es folgt nun aber weiter, dass jede durch die gegebenen
" ""/" — 1 Puncte gehende Curve durch die Annahme eines

weiteren Punctes p vollständig bestimmt wird, sobald der

diesem entsprechende Werth A == — —. ein bestimmter ist,

und dies tritt nur dann nicht ein, wenn u und v gleich-

zeitig verschwinden, wenn also p ein Durchschnitt der beiden

Curven u und v ist. Demnach:

144. Liegen
?

J~ Puncte so, dass zwei Curven m. 0.

durch sie hindurch gehen, so kann man unendlich viele Cur-

ven durch sie hindurch legen, und alle diese haben mit ein-

ander und mit den beiden gegebenen Curven sämmtliche n 2

Durchschnitte gemeinschaftlich.

145. Ein System von Curven n. 0., die sich alle in

den nämlichen n~ Puncten schneiden, heisst ein Curven-
büschel n. 0., und die n"1 gemeinschaftlichen Durchschnitts-

punete heissen die Basispuncte des Büschels. Jede Curve

desselben ist nach [143] vollständig bestimmt, sobald auf ihr

noch ein weiterer Punct gegeben ist. Bedeuten u = und
v == irgend zwei Curven des Büschels, so lässt sich, wenn
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mit l ein veränderlicher Parameter bezeichnet wird, der

Büschel durch die Gleichung

u -J- K'v =
darstellen. Hiermit lassen sich die vorigen Sätze auch so

aussprechen

:

Alle Curven n. 0., welche durch
n ^~ — 1 Puncte ge-

hen, bilden einen Curvenbüschel n. 0. [143].

Die n2 Durchschnittspuncte zweier Curven n. 0. sind

zugleich die Basispuncte eines Curvenbüschels n. 0. — Ferner

:

146. Sollen n2 Puncte die Durchschnitte zweier Curven

n. 0. und daher [145] auch die Basispuncte eines Curven-

büschels n. 0. sein, so darf man diese nicht alle willkürlich

wählen, sondern nur
n

J~— — 1, d. i. n 2 — —

—

-~—- unter

ihnen , weil nach [143] die übrigen —

—

}
-^-—- Puncte durch

die ersteren schon mit bestimmt sind.

147. Wir wollen die beiden im Vorigen aufgetretenen

Zahlen mit besonderen Buchstaben bezeichnen; nämlich es sei

%i = n
V~ die Anzahl der Puncte, welche zur Bestimmung

einer Curve n. 0. erforderlich ist.

ißw = —

—

-^——- die Anzahl der Durchschnitte zweier Cur-

ven n. 0., welche nicht willkürlich an-

genommen werden dürfen.

Dann findet folgende Relation statt, die sich durch Rech-

nung leicht verificiren lässt:

SU — 1 — SU-, = np — »„.

148. Liegen von den n2 Durchschnitten zweier Curven

n. 0. (oder den n 2 Basispuncten eines Curvenbüschels) np
auf einer Curve p. 0., Cp (wenn p < ??), so liegen die übrigen

niix—p) auf einer Curve {n—p). 0., Cn- P .

Beweis. Wählt man unter den n (n—p) übrigen Durch-

schnitten beliebige %n— P aus, so kann man durch diese

eine Curve (n—p). 0., C„—p legen, welche mit Cp zusammen

eine Curve n. 0., (Cp, C„- p) bildet. Diese geht der Annahme
nach durch np -j- %n— p jener Durchschnitte, welche Zahl nach

[147] gleich (3U — 1) + ®P ist. Nun ist ©p entweder Null
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(nämlich für p = 1, oder /; = 2) oder positiv, daher

np+%„-p >yLn —l,
folglich geht die Curve n. 0. (Cp , Ö„-p) sicher durch 5(„— 1

jener Durchschnittspuncte und daher [143] auch durch alle

übrigen. Demnach liegen diese entweder auf Cp oder auf

Cn_ v \ aber Cp kann nicht mehr als die angenommenen np

Puncte enthalten [138] , daher müssen alle übrigen n(n—p)
auf Cn-p liegen. {Plücker. Algebr. Curven pag. 12).

§• 2.

149. Sei u = die Gleichung einer Curve n. 0. in

homogenen Coordinaten, und x und y zwei beliebige Puncte.

Jeder* Punet z auf der Verbindungslinie xy der letzteren hat

[19] die Coordinaten

Zi = Xi-\- lyi. (?'=1,2,3).

Nimmt man an, dass der Punct z zugleich auf der Curve

u = liegt, so erhält man, wenn man die vorigen Ausdrücke

in diese Gleichung substituirt, nach [4]

(1) = ux + A Ay (ux) + |y
4y

2 (ux) + ^- z// («,) + . . .

und dann gehören die w Werthe von A, welche dieser Glei-

chung genügen, den n Puncten z an, in welchen die Gerade

xy die Curve schneidet. Liegt der Punct x auf der Curve,

so ist ux = und die Gleichung (1) hat dann eine Wurzel

A = 0. Man halte nun diesen Punct x fest, variire aber die

Lage des Punktes y, und gebe diesem solche Lagen, dass

/Jy [u^j = wird. Dann hat die Gleichung (1) zwei Wur-
zeln A = 0, d. h. die Gerade xy hat in x zwei Puncte mit

der Curve gemein, oder diese Gerade berührt die Curve in x.

Durch die Gleichung Ay (m^) = oder nach [1]

du . du , du A

ist die Lage des Punktes y nicht vollständig bestimmt , sein

geometrischer Ort ist vielmehr eine Gerade, und zwar offen-

bar die Tangente in x selbst. [Salmon, H. pl. Cvs. pag. 62.)

Daher folgt:
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Ist x ein Punct einer Curve u — 0, und sind yn y 2 , y%

veränderliche Coordinaten, so ist

a r \ du . du I
du- n

die Gleichung der Tangente an der Curve im Puncte #.

150. Es kann geschehen, dass während der Punct x

fest gehalten wird, der Ausdruck Ay (ux) für jede Lage des

Puncts y verschwindet, was nur möglich ist, wenn der Punct x

so liegt, dass für ihn gleichzeitig die drei Gleichungen

du __ /~v du_ /~v <fa_ q
dxi ' dcc2

7 doc3

stattfinden. Dann hat die Gl. (1) in [149] für jede Lage der

Geraden xy zwei Wurzeln l = 0, d. h. diese Gerade trifft in

jeder ihrer Lagen die Curve in zwei in x zusammenfallen-

den Puncten. In einem solchen Falle geht die Curve selbst

zwei Mal durch den Punct x, und dieser heisst dann ein

Doppelpunct der Curve. Demnach ist die Bedingung da-

für, dass x ein Doppelpunct der Curve u == sei, das gleich-

zeitige Stattfinden der drei Gleichungen

du _ r\ du q du __ r\

dx\ ' dx2
' dx3

Dieses sind drei homogene Gleichungen zwischen den

Variabein xv x
2 , x3 ) man kann diese daher aus jenen elinii-

niren und erhält als Resultat eine Bedingungsgleichung zwi-

schen den Coefficienten der Gleichung u == 0. Hieraus folgt

:

Eine Curve n. 0. hat im Allgemeinen keine Doppelpuncte,

sondern nur dann, wenn zwischen den Coefficienten ihrer

Gleichung eine gewisse Bedingungsgleichung besteht.

151. Nehmen wir nun an, es sei x ein Doppelpunct

der Curve u = 0, sodass sowohl ux= 0, als auch /ly (ux) =
ist, letzteres für jede Lage des Puncts y. Nun möge

dieser eine solche Lage annehmen, dass ausserdem auch

noch z/2y {ux) = wird; dann werden in der Gleichung (1)

in [149] drei Wurzeln l gleich Null; die Gerade xy schnei-

det also die Curve in drei in x zusammenfallenden Puncten

und berührt daher einen der beiden durch den Doppelpunct

gehenden Curvenzweige, oder die Gerade xy ist eine der

beiden in dem Doppelpuncte stattfindenden Tangenten. Die

Coordinaten des Puncts y sind nur der Gleichung
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öl u

unterworfen; daher ist y nicht vollständig bestimmt, sondern

sein geometrischer Ort ist, wie diese Gleichung zeigt, ein

Kegelschnitt. Da aber für alle diesem Orte angehörigen

Lagen von y die Gerade xy eine der beiden Tangenten im

Doppelpuncte ist, so besteht der geometrische Ort des Punc-

tes y, eben jener Kegelschnitt, aus diesen beiden Tangenten.

Somit gilt:

Ist x ein Doppelpunct einer Curve u = 0, so ist die

Gleichung

(1) ^«M -«!»»*. -|^-0
bei veränderlichen y {

die Gleichung der beiden Tangenten

in dem Doppelpuncte.

152. Man kann direct zeigen, dass die letzte Gleichung

zwei gerade Linien darstellt, wenn x ein Doppelpunct ist.

Nach dem JEuler'schen Satze [6] ist nämlich, da die partiellen

Differentialquotienten ^-, ^-, ~ homogene Functionen vom

Grade n — 1 sind,

f .x du 8°-u
, v d2 u . d2u

vl — ^ äü
= x

i "fa? + 2 dxt
dxt

"+" *3 a^a«,

f n 3« a2 »
, ^ i r

• a2 «

^ — Vfoi — Xi d^dx~v
+ ^2 a*2

2 "T" ^3 a^2a^3

t ,n a« _ a 2 «
, „, d*u

,
d*u

t* - *) u3
— Xi ä^i "T" ^ a^a^ "^ *3 a*3

2 '

und diese Ausdrücke müssen verschwinden [150], wenn # ein

Doppelpunct ist. Wir schreiben die hieraus resultirenden

Gleichungen etwas einfacher, indem wir uns der Bezeichnung

d2u

dxh dxk

bedienen, bei welcher also uhk = uk h ist, nämlich folgender-

massen
ty\ i X< —y~ W\i X>2 ~y~ Wj 3 *^3 ^

(2) un xt -f u22x2+ «23 .r
3
=

W3 1 ^ 1 ~T W
3 2 *2 I

W
3 3XS~ 0-

Da diese drei Gleichungen zusammen bestehen müssen, so

kann man aus ihnen .r,, x
2 , .r

3
eliminiren und erhält als

Resultat
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Hl; wl2? "13

^21 }
W22 ? ^23 0.

hl) M32> M
32

Dieses aber ist iiacli [84] die Bedingung, dass der Kegelschnitt

(1) in [151], dessen Gleichung mit der neuen Bezeichnung

so geschrieben werden kann,

(1) 4,
2

(tfe) = un_y;
z + m22 y2

2 + %3 */3

2 + 2 w23 y2 y3

+ 2 u81 «3^+2 w12 yt «2 = °i

aus zwei Geraden besteht. {Saimon, H. pl. Cvs. pag .66.)

152". Die aus den zweiten partiellen Differentialquo-

tienten der Function u gebildete Determinante führt nach

Sylvester (Cambridge und Dublin raath. Journ. VI. pag 186. S. Baltzer

Theorie und Anwendung der Determinanten, 2. Aufl. pag. 122) den

Namen der Hesse' sehen Determinante und soll in der

Folge durch H(u) bezeichnet werden, sodass

H{it) =
Hl) t*J2> '|:t

U,2t; "22 )

31 >
W32 ; "33U,

ist. Da jeder der zweiten partiellen Differentialquotienten Uhl

vom Grade n— 2 ist, so ist H(u) vom Grade 3(w— 2). Be-

trachtet man darin die Grössen xt als veränderlich, so stellt

die Gleichung H(u) = eine Curve von der Ordnung 3(w— 2)

dar, welche die Hesse'sehe Curve der ursprünglichen Curve

u = genannt wird. Da die Gleichung H(u) = sich als

unmittelbare Folge der Gleichungen

du rs du_ r, du_ q
d^i

} dx2 ' dx3

ergeben hat, so zeigt sich, dass die Puncte x der Curve w= 0,

welche Doppelpuncte sind, zugleich auf der Hesse'schen Curve

H(y) = liegen. Daher gilt:

Wenn eine Curve u = Doppelpuncte besitzt, so geht

die Hesse'sche Curve H{u) = Ö durch die Doppelpuncte hin-

durch.

Die Gleichung H(y) == ist zwar eine Folge der Glei-

chungen jjr-
= 0, 1^=0, ~ =0, aber diese folgen nicht um-

U&\ 0&2 U3*3

gekehrt aus jener; man darf daher nicht umgekehrt schliessen,

dass alle Durchschnitte der Hesse'schen Curve mit der Curve
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u= Doppelpuncte der letzteren sind; wir haben im Gegen-

theil gesehen [150], dass die Curve u = im Allgemeinen

gar keine Doppelpuncte besitzt.

153. Die beiden Tangenten in einem Doppelpuncte x

können auch in eine zusammenfallen; in diesem Falle heisst

der Doppelpunct x eine Spitze oder ein Rückkehrpunct,
und die gemeinschaftliche Tangente eineRückkehrtangente.
Die Rückkehrpuncte bilden also eine specielle Art von Doppel-

puncten.*) In diesem Falle muss der linke Theil der Glei-

chung (1) in [1,51] oder [152], welche die beiden Tangenten

in dem Doppelpuncte darstellt, aus zwei gleichen linearen

Factoren bestehen, also ein vollständiges Quadrat bilden.

Daher muss der Ausdruck

w
11 y1

2+ w22 y2
2+ M33y3 2+2w23 y2 y3+ 2w3l2/3y l

-}-2«/
1
,?/

J
?/,

von der Form

(PiVi+Piv-i +pM* = Pi
2
y\
2JtP*y% + PzV+2Pz v*y% ys

+ 2P^P\yzVi -f ^P\PiV\y%

sein. Hieraus folgt

u
ll
== Pl~) W22

== Pl 7
W33
= P%

U2S=P-2Pz> U31—P3P1, Ul2=PlP2>

und daraus

\U23J ==z U%2 '
M33> \P"5\)~

== W33 M1U (
M12)

== U
\ 1 •

W22 7

und dann ist

prfi + Piv-i + v-iVi = Yuu-y\-\r Yu
>ii • y-i + V^z • 2/3 = °

die Gleichung der Rückkehrtangente.

154. Eine einfache Curve n. 0., Cn kann nicht mehr

als y Doppelpuncte haben. (Plücker. Alg. Curven.

pag. 215.)

Beweis. Hätte sie mehr, also etwa — ~- -j- 1

*) Ein Doppelpunct kann auch von der Art sein, dass, obgleich

er selbst reell ist, die Tangenten in ihm und daher auch die beiden

durch ihn hindurchgehenden Curvenzv/eige imaginär sind. Dieser Fall

tritt ein, wenn die Gleichungen (1) und (2) in [152] reell sind, aber der

linke Theil der ersteren aus zwei imaginären linearen Factoren besteht.

In diesem Falle heisst der Doppelpunct ein isolirter oder conju-

girter Punct.

Dtjrege, Curven dritter Ordnung. 7
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Doppelpuncte, so könnte man durch diese eine Curve (n—2). 0.

C„- 2 hindurch legen. Da hierzu nach [140]

(« — 2) (n — 2 + 3) __ (w — 2) (n + !)
•

2 2

Puncte erforderlich sind, so ist die Anzahl der noch fehlenden

Puncte gleich

(n—2)(n+l) _ (n— l)(n— 2) * (w— 2)(n+ 1— w+ 1)— 2

2 2 2

2(n-^2)-2 = _ 3
2

Wählt man diese auf der Curve Cn , so hätten die beiden

Curven CH und Cw_2 erstlich diese w — 3 Puncte und dann

die
— l) (« — 2)

_j_ j^ Doppelpur) cte mit einander gemein.

Aber da in jedem Doppelpuncte zwei Schnittpuncte vereinigt

sind, so wäre die Anzahl der Schnittpuncte beider Curven

gleich n— 3 -f- (n— 1) (n— 2) -f 2 = (w - 2) n + 1. Dieses

aber ist nicht möglich, so lange Cn eine einfache Curve ist,

denn dann können die Curven C„ und Cn—z nicht mehr als

(n — 2)n Durchsehnittspuncte besitzen [1.38]. '{ßahnm. Higher

pl. Curves. pag. 31.)

§. 3.

155. Wir kehren nun zu den in [149] gemachten An-

nahmen zurück , dass nämlich der Punct x ein einfacher Punet

der Curve w = sei, und daher die Gleichung jdy (iix) =
für veränderliche yt die Tangente in diesem Puncte darstellt.

Lässt man den Punct x seine Lage längs der Curve ändern,

so kann der Fall eintreten, dass für eine specielle Lage des

x und für besondere Lagen von y gleichzeitig dy (ux) =
und z/y

2 (w^) = wird. Dann ist die Gerade xy immer noch

Tangente an der Curve, hat aber in dem Puncte x, ohne dass

dieser ein Doppelpunct ist, drei Puncte mit der Curve gemein.

Man sagt dann, die Gerade xy habe eine dreipunctige

Berührung mit der Curve; man nennt ferner einen solchen

Punct x einen Wendepun et (Infiexionspunct) und die Tan-

gente in diesem eine Wendetangente. Die Coordinaten y

müssen jetzt gleichzeitig den Gleichungen Jy
(ux) = und

4y
2 (ux) = genügen, und doch sind ihre Werthe nicht voll-

ständig bestimmt, da ja der Punct y jede Lage auf der Wende-
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tangente xy haben kann. Jene beiden Gleichungen können

daher nicht anders zusammen bestehen, als wenn die in den

tji lineare Function z/,,^) ein Factor der anderen Function

zweiten Grades zJ/(ux) ist. Die letztere muss sich also, wenn

der in Rede stehende Fall eintreten soll, in zwei lineare

Factoren zerlegen lassen. Die Bedingung dafür ist [152] die

Gleichung

H{u) = 0.

Es ergiebt sich also, dass ein Wendepunct x der Curve u—
immer zugleich auf der Hesse'schen Curve liegt.

156. Man kann nun aber auch das Umgekehrte zeigen,

nämlich dass jeder Schnittpunct der Hesse'schen Curve mit

der Curve u, der nicht ein Doppelpunct ist, ein Wendepunct

sein muss. Wir sahen in [152], dass die Gleichung H(u)=
einmal als Folge der Gleichungen~ =0. -^- =

, ^- =
auftreten kann; in diesem Falle ist der Durchschnitt x der

Hesse'schen Curve mit der Curve u ein Doppelpunct. Jetzt

aber nehmen wir an, dass x nicht ein Doppelpunct , sondern

ein einfacher Curvenpunct sei. Alsdann stellt die Gleichung

4/
2«> = o

bei veränderlichen iji immer noch einen Kegelschnitt dar. Von
diesem lässt sich zuerst zeigen, dass er durch x hindurch geht.

Denn setzt man x statt y, so erhält man z/^.
2 ^); dieses

aber ist nach [6] gleich n(n— l)ux und verschwindet, weil

x auf der Curve u = liegt. Ferner aber berührt der Kegel-

schnitt z/,
/

2 (w r) = die Curve in x. Denn bildet man, um
dies zu zeigen, die Tangente desselben im Puncte x, so hat

man, wenn mit Zi die laufenden Coordinaten der Tangente

bezeichnet werden, nach [149] mit dem als Function der y (

zu betrachtenden Ausdruck z/,,
2 (wa.) die Operation z/- vorzu-

nehmen und die Coordinaten des Berührungspunctes x statt

der y t
zu setzen. Nun ist nach [2]

und daher die Gleichung der gesuchten Tangente

7*

Z



100 Hülfssätze [156.

Aber da nach dem Euler''sehen Satze [6]

* ( du\ , -i\ du

ist, so geht die Gleichung der Tangente des Kegelschnitts

über in

und stellt daher [149] zugleich die Tangente an der Curve

u = dar. Also berührt der Kegelschnitt zJy
2
(iix) = die

Curve u = in #. Wenn nun aber der Punct x zugleich

auf der Hesse'schen Curve H(u) = liegt
;

so besteht [152]

dieser Kegelschnitt aus zwei Geraden, und da er ausserdem

die Curve u = berührt, so muss die eine Gerade die Tan-

gente der Curve sein, also die Gleichung dy (u„) = haben,

und folglich muss Ay (ux) ein Factor von ^/y
2 (ux) sein. Dem-

nach verschwinden diese Ausdrücke gleichzeitig, und die

Gleichung (1) in [149] besitzt drei Wurzeln l gleich Null,

oder die Gerade xy trifft die Curve in drei zusammenfallenden

Puncten, d. h., der Punct x, welcher der Annahme nach ein

einfacher Curvenpunct ist, ist ein Wendepunct. (Sabnon. H. pl.

Cvs. pag. 71.)

157. Hieraus folgt nun: Die Wendepuncte einer Curve

n. 0. u = 0, welche keine Doppelpuncte besitzt, sind die

Durchschnitte derselben mit der Hesse'schen Curve H{u) = 0.

158. Eine Curve n. O. welche keine Doppelpuncte hat,

besitzt 3w (w — 2) Wendepuncte. — Denn die Hesse'sche

Curve ist von der Ordnung 3 (n — 2) [152] , sie hat daher

"dn{n— 2) Sehnittpuncte mit der gegebenen Curve [138], und

dies sind die Wendepuncte.

§• 4.

159. Ein Curvenpunct p heisst ein /t- fach er Punct,
wenn beliebige durch ihn gelegte Geraden die Curve in k

mit p zusammenfallenden Puncten schneiden. In diesem Falle

gehen k Zweige der Curve durch den Punct p. Die k Tan-

genten an diesen haben daher k -f- 1 Puncte mit der Curve

in p gemein, jede andere Gerade dagegen k Puncte.

160. Enthält die Gleichung einer Curve n. 0. in homo-
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genen Coordinaten xif x2} x$ eine der letzterem, z. B. x
3
nur

in der (n — k) ien Potenz und niedrigeren Potenzen, so ist die

Ecke III («, =0, x
2
= 0) des Fundamentaldreieckes ein

yir-facher Punct ; und umgekehrt.

Beweis. Ordnet man die Gleichung der Curve nach

Potenzen von xs , so werden die Ooefficienten homogene Func-

tionen von x
y
und x2

. Bezeichnet man eine solche, wenn sie

vom Grade h ist, mit v/l} so heisst das Glied, welches x./ ent-

hält, vn—r %{ i weil alle Glieder von der nu'" Dimension sein

müssen. Der Annahme nach ist daher die Gleichung der Curve

von folgender Form:

v/cXs
"-,c -j- Vk+xx^-'*-1

-f . . . -f vn== 0.

Ist nun x2
= ftXj die Gleichung einer beliebigen durch die

Ecke III gehenden Geraden, so erhält man die Durchschnitte

derselben mit der Curve, wenn man in die vorige Gleichung

fixi
für x

2
substituirt. Alsdann reducirt sich v/t

auf die Form

ühX
x

h
, wo a/i eine Constante ist. Daher wird dann die vorige

Gleichung

akxfxg~k
-f ak+1x1

k+1xs
n-k-1

-f . . . 4- anxf = 0,

und diese giebt die n Werthe von — an, welche den n Durch-
•r3

schnitten der Curve mit der Geraden x
2
— (ix

i
zugehören.

Dividirt man aber mit x
3
n

}
so erhält man

ak
(s)' + -(r'+-..+^y=o,

und diese Gleichung hat k Wurzeln — gleich Null. In dem

Puncte x
{
= 0, x

2
= 0, liegen also k Durchschnitte der Ge-

rade x2
= [ix

{
mit der Curve vereinigt. Da aber diese Gerade

beliebig gewählt werden kann, so ist nach [159] die Ecke 77/ ein

Ar-facher Punct der Curve. — Das Umgekehrte ergiebt sich

unmittelbar , denn hätte die Gleichung eine andere Form , so

wäre die Ecke III nach dem eben Bewiesenen ein mehrfacher

Punct von anderer Ordnung als der kten
.

(Salmon. H. pl. Cvs.

pag. 30.)

161. Wenn ein Punct als ein Avfacher einer Curve n. 0,

gegeben ist, so zählt derselbe bei der Bestimmung der Curve

durch Puncte für -^~ - einfache Puncte.
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Beweis. Legt man die Ecke III des Fundaniental-

dreieckes in den /r-fachen Punct, so fehlen der Gleichung der

Curve nach [160] die Glieder

VqX^1

, v^x./'- 1
, . . . y/c_iic3

w- /c+1
?

welche 1 + 2 + 3+ ... + k = kJt±V Coefficienten ent-

halten. Man braucht daher nach [140] zur Bestimmung der

vorhandenen Coefficienten ausser der Ecke III nur noch

"l""*" ~^~ Puncte zu kennen, und ebenso viele würden

noch erforderlich sein, wenn statt des /c-fachen Punctes ^ J~

einfache Puncte gegeben wären. (Salmon. H. pl. Cvs. pag. 33.)

162. Hat eine Curve n. 0. in der Ecke III (^=0, x2=0)
des Fundamentaldreieckes einen ^-fachen Punct, sodass ihre

Gleichung nach [160] in der Form

(1) v /c x.3
"-k + vjt+ix^- 1 + . . . + vn =

dargestellt werden kann, so drückt die Gleichung V/
c
= die

k in dem ^-fachen Puncte stattfindenden Tangenten aus.

Beweis. v/c
—0 ist eine homogene Gleichung ktcn Grades

zwischen den Coordinaten x1} x
2 , daher enthält sie nur eine

Variable, — , und lässt sich also in k lineare Factoren zer-

legen. Sie stellt daher k Gerade dar, welche durch den

Punct III hindurch gehen. Ist — =— eine der Wurzeln der

Gleichung v/c
= 0, so ist mx

1
— nx2

= eine jener Geraden.

Substituirt man nun in (1) den Werth x
2
— — xl} so erhält

man eine homogene Gleichung zwischen x
t
und x$, welche

die Werthe von — liefert, die den n Durchschnitten der Ge-

raden mx
t
— nx

2
= mit der Curve zugehören. Durch diese

Substitution erhält V/s den Werth Null, weil mx
y
— nx

2 einer

der Factoren von vu. ist, jedes andere Vh aber reducirt sich

auf die Form bhX
t
h

:
wo bh eine Constante ist. Man erhält

daher

bk+lx l

k+1 xj1-1'-1 + bk+2Xi
k+2x

d
n- k-2 + . . . + bn x1

n=0
}

und nach Division mit x
ä
n
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^(§r+^(r
2+'-+ s

»fe)"=°'

Diese Gleichung aber hat k + 1 Wurzeln J gleich Null,

d. h., die Gerade mx
i
— nx

2
= schneidet die Curve im

Puncte x
t
= 0, x2

= 0, in k -f- 1 zusammenfallenden Punc-

ten und ist daher [159] eine Tangente in diesem Puncte.

(Salmon. H. pl. Cvs. pag. 30.)

163. Als specielle Fälle sind dabei hervorzuheben: Bei

der Gleichung

ax
x
x^~l + v2

x
3
u' 2 + • • •+ vn ==

berührt die Curve die Seite x
y
= in der Ecke ///.

ax
l
x

2
x

i
n~2

-f- v
3
x3

n-3 + . . . + vn = 0;

die Ecke 27/ ist ein Doppelpunct, und die Seiten x
i
=0

}
x

2
=0

die Tangenten modern Doppelpuncte.

axfxtf-* + vsx3
n~3 + . . . -f- vn = 0;

die Ecke III ist ein Rückkehrpunct , und x
t
=0 die Rück-

kehrtangente.

§•5.

164. Hat eine Curve n. 0. t* = einen Doppelpunct d,

so hat ihre Hesse'sehen Curve H(u) = in d ebenfalls einen

Doppelpunct , und beide Curven haben das Tangentenpaar in

d gemeinschaftlich.

Beweis. Nimmt man die beiden Tangenten in ä als

zwei Seiten x
t
= und x

2
= des Fundamentaldreieckes,

so hat die Gleichung der Curve u = nach [163] folgende

Form :

u = x
i
x

2
x, n~2 + v.^'1

-'6 + . . . + vn = 0.

Bei der Bildung von H(u) braucht man nun nur diejenigen

Glieder zu berücksichtigen, welche in Beziehung auf x
t
und

x2
die niedrigste Dimension haben. Man erhält durch Diffe-

rentiation

«11 =^ ^" 3

t * *
* "» ^ ("-^VV* + • •

«22 = gl ^'^ + • •
• «81 - (»-S^V-8 + ' •

'

«33 = («—2)(W—3)X
i
X

a
X^+... Un = X.f~

2 + . . .
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und hiermit

d2 v3 „ „_3

H(v)=
dx*

~
3 + .'.., xS' 2 + • • •

,
{n-2)x2xf-s +

h
n~2 + • • - , BV3 + • • •

,
(n-2)x

i
x

3
»s +a2^

(«—2)x2x.i
n-'i

-\-..., (n—2)x
1
x,

d

"-3
-\-..., (n—2)(n—3)x

1
x
2
x

3
r'-A-\-.

Entwickelt man nun diese Determinante und berücksichtigt,
32 v 32 v

dass kt4 und ^—§ in Beziehung auf x
1
und a:2

von der ersten

Dimension sind, so überzeugt man sich leicht, dass die meisten

Glieder nicht unter die S te Dimension in x
i
und x

2
herab-

sinken
;
und dass nur folgende die 2te enthalten:

(n — 2)'2x
i
x2x3

3n~8
>
— (n — 2){n — 3)x

i
xjx

3
3n-8

,

( Yk /i't1 nr> '"v* O 71—

o

l/t- -J I tVI «A/f) tA/q

Die Summe dieser letzteren hat den Coefficienten

2{n—2)
2-(n—2)(n—3)= (w—2)(2«—4—n+3)=(rc—1)(«—2),

daher erhält die Gleichung der Hesse'schen Curve, "wenn mit

Vh ähnliche Ausdrücke bezeichnet werden, wie früher mit v/l}

folgende Form

H(u) = t>i
— l){n-2)x,x

2
x 3"-*-\-V

?>
x 3u-*+ ...-{-Vzn-6 = 0.

Diese ist von der Ordnung 3« — 6, enthält aber #
3
höchstens

in der Potenz 3n — 8, daher ist [160] die Ecke x
l
=0, x

2
=0

ein Doppelpunct, und das Tangentenpaar in diesem hat nach

[162] die Gleichung

(n — 1) (n — 2)x
l
x

2
= 0,

besteht also aus den beiden Geraden x
l
= 0, x2

= 0. (Saimon.

H. pl. Cvs. pag. 73.)

165. Wenn eine Curve n. O. u = einen Rückkehr-

punct r besitzt, so hat ihre Hesse'sche Curve H(u) = in r

einen dreifachen Punct und zwar der Art, dass von den drei

Tangenten desselben zwei mit der Rückkehrtangente der

Curve u == zusammenfallen.

Beweis. Legt man die Ecke III des Fundamentaldrei-

eckes in r hinein und lässt die Seite x
x
= mit der Rück-

kehrtangente zusammenfallen, so heisst die Gleichung der

Curve u = nach [163]

u = x^x^-2
-f- v

3x3
n~3

-J- . . . -j- vn = 0.
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Bildet man nun, wie in [164] die Determinante //(?/), indem

man nur die Glieder hinschreibt, welche in x
i
und x., die

niedrigste Dimension haben, so erhält man

2a;3
*-3 + . . . ,A aV'-

3 + . . ., 2(» - 2) *, x?~* + . . .1

*(«)= _ „ „_3 i ^3 „ „_3 i r« — x\
r- ! -*• «-i+ ..., £3*»-* + .-.

; (»-rS)32«i"-4 +
2(n-2>rV-3+..., («-3)^3«-*+..., (n-2)(n-3)o;

1

2a:3"-^+...

Hierin sind - "3 und f-^j in Beziehung auf oj, und a;» von

der ersten, ^ aber von der zweiten Dimension, daher sinken

die meisten Glieder der Determinante in x
t
und x2

nicht unter

die 4fc Dimension hinab , und nur folgende sind von der 2>
u"

:

2(n - 2) (f. - 3)*? gj atf-», - 4(» - 2)W gl *3
3"" 9

,

bei welchen die Summe der Coefficienten gleich

2(n — 2)(« — 3) — 4(n - 2)
2 = 2(n — 2){n — 3 — 2n + 4)

= _2(n— 1) (« — 2)

ist. Die Hesse'sche Curve erhält hiernach die Gleichung

*(«) =- 2(» - 1) (» - 2) ^ g| *3
3«-3

Diese ist von der Ordnung 3n — 6, aber a;3
kommt höchstens

in der Potenz 3« — 9 vor, daher [160] ist die Ecke r ein

dreifacher Punct, und [162] die drei Tangenten in diesem

Puncte werden durch

2 a2^ _
Xi

dxi ~ U

dargestellt, so dass zwei derselben mit der Rückkehrtangente

x
1
= der Curve u = zusammenfallen, und die dritte die

Gleichung
c
^\ = hat. (Salmon. H. pl. Cvs. pag. 74.)

166. Bildet eine Gerade einen Theil einer Curve n. 0.

u = 0, so bildet sie auch einen Theil der Hesse'schen Curve

ff(u) = 0.

Beweis. Nimmt man die Gerade zu der Seite a;
t
=
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des Fundanientaldreiecks, so kann man die linke Seite der

Gleichung der Curve u = schreiben

u = x
l
v,

worin v eine Function (n — 1). 0. bedeutet. Dann ist

du . dv_ du_ 8v_ du_ dv_—
. _ v -j- X[

dxi , dx^
— x

t dx^, dx3 *i dx3 ,

und es wird

r» dv ,
dv ,

dv
,

H(u) = dv .

dv
,

'12? g,

X
i
V32 >

^1^23

X
X
V^

Zerlegt man diese Determinante nach den Elementen der

letzten Columne in zwei Summanden, so erhält man

H{U
)

o d v
i

dv _ _5u_

dx\

dv .

ä^"1

"^
1 12;

dv .

^1^325

+

2g^ + *l«'lll' ^ + ^1^12. ^i y!3

5— "T~ ^1 "l^ j

^^3
"I

X
l
V[Z>

iCj ^22 ? *"l ^23

^1^32 5 ^1^33

Jetzt aber enthält jeder der beiden Summanden den Factor

xl} denn man erhält

^(")=»i{|
3i>

+

^ ?' _L_

ä 2̂
"T^ V12; *>22

g^T "T «*i
v13> V32

du

^-T xiVn>

dv .

^1^22? ^23

x
l
v32 1

V33
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und daher bildet die Gerade x
t

= auch einen Theil der

Hesse'schen Curve II(ii)=0.

167. Wenn eine einfache Curve n. 0. d Doppelpuncte

und q Rückkehrpuncte besitzt, so ist die Anzahl ihrer Wende-

punete gleich

3n(n — 2) — 6d — 8q.

(Plücker, Algebr. Curven. pag. 208.)

Beweis. Wenn die Curve n. 0. u = keine Doppel-

und Rückkehrpuncte hat, so sind [157] ihre Schnittpuncte

mit der Hesse'schen Curve zugleich ihre Wendepuncte, und

deren Anzahl ist dann 3n(n — 2) [158]. Kommen aber Dop-

pel- oder Rückkehrpuncte vor, so geht die Hesse'sche Curve

auch durch diese [152], [153]; die Anzahl der Wendepuncte

ist daher dann um so viel kleiner, als die Anzahl derjenigen

Schnittpuncte der Curven u = und H{u) = beträgt, welche

sich in den Doppel- und Rückkehrpuncten befinden. Nun hat

die Hesse'sche Curve nicht allein in jedem Doppelpuncte selbst

einen Doppelpunct, was vier Schnittpuncte geben würde, son-

dern beide Curven haben hier auch die Tangenten gemein-

schaftlich [164] , daher schneidet jeder Zweig der Hesse'schen

Curve die Curve u = in drei Puncten, und folglich sind

in jedem Doppelpuncte 6 Schnittpuncte vereinigt. In einem

Rückkehrpuncte hat die Hesse'sche Curve einen dreifachen

Punct, und zwei Tangenten fallen mit der Rückkehrtangente

zusammen [165], daher schneiden zwei Zweige der Hesse'schen

Curve die Curve u == jeder in drei, und der dritte in zwei

Puncten. Im Ganzen sind daher in jedem Rückkehrpuncte

8 Schnittpuncte vereinigt. Die ursprüngliche Anzahl der

Wendepuncte wird daher für jeden Doppelpunct um 6, und

für jeden Rückkehrpunct um 8 Einheiten vermindert. (Salmon.

H. pl. Cvs. pag. 73.)

§. 6-

168. Legt man durch einen festen Punct x als Pol eine

Transversale A, welche eine Curve n. 0. u= in den Puncten

zW, zW
}

. . . zW schneidet, und ist y irgend ein anderer

Punct auf der Transversale A, so soll unter dem Zeichen
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in welchem das Summenzeichen sich auf den oberen Index h

bezieht, die Summe der Combinationen rtcr Classe, die aus

v - (h]

den n Abschnittverhältnissen ^—rj\ gebildet werden können,

verstanden werden. Setzt man nun yzW = xzW — xy , und

stellt die Gleichung

auf, so ist diese in Beziehung auf den Abschnitt xy vom
rten Grade, daher giebt es auf der Transversale r Puncte y,

welche dieser Gleichung genügen. Jeder dieser Puncte heisst

ein harmonisches Centrum vom Grade r für den
Pol x und in Bezug auf die n Durchschnitte der

Transversale A mit der Curve u = 0. (Jonguieres. Memoire

sur la theorie des poles et polaires. Lionville Journ. 2. Serie, Tome 2.

1857. pag. 266. Cremona. art. 11.) Lässt man ferner die Transver-

sale A sich um den Pol x drehen und denkt sich bei jeder

Lage derselben die harmonischen Centren r te" Grades bestimmt,

so heisst der geometrische Ort derselben die (n — r)'c Polare

des Poles x in Beziehung auf die Curve u— 0. {Grass-

mann. Theorie der Centralen. Crelle's Journ. Bd. 24. pag. 276. Cre-

.mona art. 68.)

169. Die (n — r) ie Polare eines Poles x bezüglich einer

Curve n. 0. u = ist eine Curve von der rlen Ordnung, und

ihre Gleichung lässt sich bei veränderlichen yi in den Formen

zJy
r {ux) = oder Jx

n-r {uy) =
darstellen.

Beweis. Da jeder der Puncte z mit den Puncten x, y
auf der nämlichen Geraden A liegt, so kann man nach [19]

setzen

Zi = xt -\- lyi (^==1,2,3),

und dann ist

(1) l = k%
worin k zwar einen willkürlichen Factor bedeutet, der aber

für alle Puncte z den nämlichen Werth haben darf.
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Substituirt man diese Coordinaten
;

da z auf der Curve

u = liegt, in diese Gleichung, so erhält man nach [4]

Ux + X Ay (llx) + gj
z/y

2 (ux) -f- . . .

f^VW + '-' +S^W-O
oder, indem man mit A" dividirt,

(ir-+ar^w+(ir^+...
+ar^+-+^- ft (2)

Die n Wurzeln A dieser Gleichung gehören den n Durch-

schnitten £ der Transversale A mit der Curve an. Bezeichnet

man denjenigen Werth von X, welcher dem Punete 2 (Ä) ent-

spricht, mit k (h)
, so erhält man aus (1)

yjf* _ ^

und dadurch geht die Gleichung Vl^-J = 0, welcher

die harmonischen Centren y bei jeder Lage der Transversalen

A genügen müssen, über in

welche sich, da alle Glieder den Factor kr enthalten, auf

reducirt. Da aber hierin die n Werthe von -ttt die Wurzeln

der Gleichung (2) sind, so folgt aus dieser, dass die Coor-

dinaten der Punete y der Gleichung

genügen müssen. Dreht sich nun die Transversale um den

Punct x, so stellt die vorige Gleichung bei veränderlichen y,

den geometrischen Ort der harmonischen Centren y , also die

(n — ?yc Polare des Pols x dar. Nach [5] hat man identisch

<(*J Ax
n-r

{
u
y )

rl
'

(n — r)] >
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daher kann die {n — r)te Polare des Pols x auch durch

<dx
n~r (uy) = dargestellt werden, welche, wie die vorige

Gleichung, in Beziehung auf die veränderlichen yi von der

rten Ordnung ist. (Salmon. H. pl. Cvs. pag. 55.)

170. Die letzte Bemerkung zeigt, dass die Gleichungen

4yr(O = , Jjr-- (Uy) =
nicht allein bei veränderlichen «/,- die (n — r) (e Polare des

Pols x darstellen, sondern dass dieselben Gleichungen bei

veränderlichen X{ auch zugleich die rie Polare des Pols y aus-

drücken.

171. Unter den verschiedenen Polaren eines Pols x be-

züglich einer Curve n. 0. w= sind besonders hervorzuheben:

Die (n — l) fc Polare, welche eine Gerade ist und daher die

gerade Polare heisst. Ihre Gleichung ist bei veränder-

lichen yi

a r \ du . du i du f\

M«*) = Vi^ + th ^ + Vs ^-
3

= o.

Sodann die (n — 2)'c Polare, welche ein Kegelschnitt ist und

daher die conische Polare heisst. Jhre Gleichung ist bei

veränderlichen yi

4y
2 {vx) = un y y

2
-f u22y2

~ -f ii^y-Ä1 + 2u
2zV2V-3

+ 2M31 y3 yj + %*nV\V% = °-

Ausserdem bemerke man, dass die Gleichung

<dy (Wx) =
bei veränderlichen Xi zugleich die erste Polare des Pols y dar-

stellt, welche eine Curve (w — 1) 0. ist.

172. Liegen zwei Curven n. 0. so, dass n Durchschnitte

derselben auf einer Geraden A , und n Durchschnitte auf einer

anderen Geraden B sich befinden, so ist die gerade Polare

des Durchschnittspunctes x der Geraden A und B in Be-

ziehung auf jede der beiden Curven eine und die nämliche

Gerade.

Beweis. Die gerade Polare ist nach [168] der geome-

trische Ort des harmonischen Centrums ersten Grades für den

Pol x und in Beziehung auf die n Durchschnitte einer durch

x gehenden Transversale mit der Curve. Auf jeder dieser
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Transversalen ist aber das harmonische (Jentrum ersten Grades

ein einziger durch die n Durchschnitte und den Pol x voll-

kommen bestimmter Punct; und, da die gerade Polare eine

Gerade ist [171], so ist sie durch zwei Lagen der Transversale

bestimmt, indem sie die diesen beiden Lagen zugehörigen

harmonischen Centren verbindet. Wenn aber die Transversale

mit einer der Geraden A oder B zusammenfällt, so sind ihre

Durchschnitte mit der einen Curve die nämlichen wie mit der

anderen Curve, daher sind auch auf jeder von beiden Geraden

die harmonischen Centren in Bezug auf beide Curven diesel-

ben, und also auch deren Verbindungslinie. (Salmon, H. pl. Cvs.

pag. 54.)

173. Geht die (n — r) te Polare eines Pols x in Bezug

auf eine Curve n. 0. u = durch einen Punct y , so geht die

rte Polare des Pols y in Bezug auf dieselbe Curve n. 0. durch

den Punct x.

Beweis. Bedeuten Zi veränderliche Coordinaten, so ist

nach [170]

<4z
r (ux) = die (n — r) (c Polare von x

4

'

z
n~r

(iiy) = die r le Polare von y.

Geht die erstere durch den Punct y , so ist 4y r {ux) = 0. Nach

[5] aber ist identisch

r\ (?i — r)l '

wenn also /Jy
r (ux) verschwindet, so verschwindet auch

4

x

n~ r
(ity) , d. h., der Gleichung der r(cn Polare von y wird

genügt, wenn man die Xi statt der zt setzt, oder diese Polare

geht durch x hindurch.

174. Die rtc Polare eines Pols x in Beziehung auf die

s
fe Polare desselben Pols bezüglich einer Curve n. 0. u =

ist zugleich die (r -f- s),c Polare desselben Pols bezüglich der

Curve u = 0.

Beweis. Bei veränderlichen y{ ist 4j(Uy)—Q nach

[170] die ste Polare von x bezüglich u. In Bezug auf diese

hat die rü- Polare von x die Gleichung:

Nach [3J aber ist diese Gleichung identisch mit der folgenden
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welche die (r -\- s)
te Polare von x darstellt.

175. Die rie Polare eines Pols x in Bezug auf die ste

Polare eines Pols x bezüglich einer Curve n. 0. u = ist

identisch mit der s
een Polare von x in Bezug auf die rte Polare

von x bezüglich der Curve u = 0. — Denn bei veränder-

lichen yi wird die erstere durch AJi/l^ (uy )') = 0, die letz-

tere durch <dx - s {Aj [uy) ) = dargestellt. Nach [3] aber

sind diese beiden Gleichungen identisch.

176. Die gerade Polare eines Puncts x, der auf der

Curve n. 0. u = liegt, auf welche die Polare sich bezieht,

ist die Tangente an dieser Curve im Puncte x. — Denn die

Gleichung der geraden Polare von x, welche nach [171]

lautet

:

/ix du - du , du n
(1) ^1^ +^^ + 2/3^ = 0,

stellt, wenn x auf der Curve u liegt, nach [149] zugleich die

Tangente an u in x dar. (Salmon, H. pl. Cvs. pag. 59.)

Tst aber x ein Doppel- oder Rückkehrpunct der Curve u,

so ist seine gerade Polare bezüglich u ganz unbestimmt. —
Denn für einen solchen Punct x ist nach [150] und [153]

jr^- = 0, „— = 0, ^-- = und daher die Gleichung (1) für

alle Werthe der yi erfüllt.

177. Liegt ein Punct x auf einer Curve n. 0.
;
u = 0,

so gehen die Polaren aller Ordnungen dieses Puncts bezüg-

lich derselben Curve durch den Punct x und berühren die

Curve in diesem Puncte.

Beweis. Die rte Polare von x hat [170] bei veränder-

lichen yi die Gleichung

4* {Uy) = 0.

Setzt man in dem linken Theile x statt y, so ist [6]

*dj («*) = n (h— 1) . . .{n— r-f-1) uX)

und dies verschwindet, weil x auf der Curve u liegt; daher

geht die Polare durch x hindurch. Um ferner die Tangente

an der Polare in x zu bestimmen, hat man nach [149], wenn

die laufenden Coordinaten der Tangente mit z* bezeichnet

werden, mit dem als Function der y{ zu betrachtenden Aus-
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druck /Jx
r

(iiy) die Operation J z vorzunehmen, und dann x

statt y zu setzen. Nun ist [2]

und daher die Gleichung der Tangente in x an der Polare

Da die Functionen -J^- aber homogen vom Grade n— 1 sind,

so ist [6]

4-
(IS^

= (n-l) (n-2) . ..(—,)£,
und dadurch verwandelt sich die vorige Gleichung mit Unter-

drückung des constanten Factors in

du . du ,. gw ß
1 Sa?! '

2 3^2 3 3^3

Dieses aber ist [149] zugleich die Gleichung der Tangente

in x an der Curve u = 0, und daher haben diese und die

Polare in x eine gemeinschaftliche Tangente.

178. Geht die Polare irgend einer Ordnung eines Puncts x

in Bezug auf eine Curve n. 0. u = durch diesen Punct x

hindurch, so liegt x auf der Curve u= 0.

Beweis. In diesem Falle wird die Gleichung der rte"

Polare Aj (uy) = erfüllt, wenn man x statt y setzt ; es ist

also Zlx
r (ux)= 0; aber da [6] /Jx

r (ux)= n {n— 1) . . . (?i—r-\-l)ux

ist, so ist dann auch ux = 0, d. h., x liegt auf u.

179. Hat eine Curve n. O. u = einen Doppelpunct x,

so gehen die ersten Polaren (von der Ordnung n— 1) aller

Puncte der Ebene durch ihn hindurch.

Beweis. Die Gleichung der ersten Polare eines Pols y
kann bei veränderlichen Xi nach [171] in der Form

du - du . du A^ +^ + 2/3 ^-
3

=0
geschrieben werden. Ist aber x ein Doppelpunct, so ist [150]

*— = 0, öt— = 0, ;p- == 0, daher wird die vorige Gleichung

für diesen Punct erfüllt, wo auch y liegen mag.

180. Hat die Curve n. 0. u — einen Rückkehrpunct,

so gehen die ersten Polaren (von der Ordnung n— 1) aller

Durege
, Curven dritter Ordnung. 8
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Puncte der Ebene durch ihn hindurch und berühren in ihm die

Rüekkehrtangente.

Beweis. Legt man die Ecke x
x
= 0, x

2
=== des Fun-

damentaldreiecks in den Rückkehrpunct und die Seite x
1
==0

in die Rückkehrtangente, so kann [163] die Gleichung . der

Curve in der Form

u = x
t

2
x.f-

2 + v
3 Xo'1

-3 + . . . -f- vn =
geschrieben werden. Daraus folgt

& X\ Xo "*

7s Xo —f— . . .

8U == 8 V3 x n-3 I

^ = (n-2) Xl* *s
-» + . . .

Multiplicirt man diese Ausdrücke mit y1? y2 , */3
und addirt,

so erhält [171] die Gleichung der ersten Polare des Pols y
bei veränderlichen x.{ die Form

2y x
x

x
x?-* + F

2
a*—» + . . . + Fre = 0.

Nach [163] geht daher diese Polare, wo auch y liegen mag,

durch die Ecke x
1
=^0, %=0 und berührt die Seite x

l
= 0.

(Salmon, H. pl. Cvs. pag. 60.)

181. Die conische Polare eines Doppelpuncts x ist das

Tangentenpaar in diesem. Denn die Gleichung der coni-

schen Polare eines Puncts x bei veränderlichen yi, nämlich

^2 (w.r) = [171], stellt, wenn x ein Doppelpunct ist, nach

[151] zugleich das Tangentenpaar in diesem dar.

182. Legt man aus einem Puncte y Tangenten an eine

Curve n. O. w = 0, so geht die erste Polare des Puncts y
durch die Berührungspuncte.

Beweis. Ist x einer der Berührungspuncte, so ist [176]

die Tangente in diesem Puncte die gerade Polare von x in

Bezug auf u. Da diese durch y geht, so geht [173] die erste

Polare von y durch x. Und umgekehrt gilt:

183. Ist x ein Durchschnittspunct der Curve u ==

mit der ersten Polare eines Puncts y, und nicht zugleich ein

Doppel- oder Rückkehrpunct der Curve u: — 0, so geht die

Tangente in x an der Letzteren durch y. Ist aber x ein

Doppel- oder Rückkehrpunct der Curve u = 0, so geht zwar
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die erste Polare von y nach |170J und [180] auch durch x,

aber die gerade Polare von x ist dann [176] ganz unbestimmt

und fällt nicht mit einer der Tangenten in x zusammen.

Hieraus folgt:

184. Wenn eine Curve u= keine Doppel- oder Rück-

kehrpuncte besitzt
;

so sind die Durchschnitte der ersten Po-

lare eines Puncts y mit der Curve u = zugleich die Be-

rührungspuncte aller aus y an die Curve u = gehenden

Tangenten.

185. An eine Curve n. 0. u = 0, welche keine Doppel-

oder Rückkehrpuncte besitzt, können aus einem beliebigen

Puncte y der Ebene n (ri— 1) Tangenten an die Curve ge-

legt werden. — Denn da die erste Polare jedes Punctes y
eine Curve (ii— 1). 0. ist, so schneidet sie die Curve u =
in n (n— 1) Puncten [138].

186. Die Zahl, welche angiebt, wieviel Tangenten aus

einem beliebigen Puncte an eine Curve gehen, heisst die

C lasse der Curve; daher ist eine Curve nter Ordnung ohne

Doppel- und Rückkehrpuncte von der n(n—Y)tCH Classe.

187. Liegt der Punct y auf der Curve u selbst, so be-

rührt seine erste Polare die erstere in y [177]; es fallen also

zwei Durchschnitte beider Curven in y hinein. Man sieht

daher die in y stattfindende Tangente an der Curve u als

aus zwei zusammenfallenden Tangenten bestehend an. Diese

Ansicht ist um so mehr gerechtfertigt, als man eine Curve

nicht allein als den geometrischen Ort eines veränderlichen

Puncts betrachten kann, sondern auch als die Einhüllende

einer veränderlichen Geraden. Alsdann tritt ein Punct der

Curve als der Durchschnitt zweier unendlich naher oder zu-

sammenfallender Tangenten auf.*) Demnach:

*) Wenn in einer Gleichung des nten Grades die Variabein nicht

als Punct-, sondern als Liniencoordinaten aufgefasst werden, so stellt

die Gleichung eine Curve dar, welche als Einhüllende einer Geraden

auftritt und von der nte" Classe ist. Dann folgt ähnlich wie in [138],

dass zwei Curven resp. von der mten und nten Classe, welche nicht irgend

einen Theil mit einander gemein haben, mn gern eins chaftliche Tangen-

ten besitzen. Analoge Betrachtungen, wie die in [149] ff. angestellten,

zeigen ferner, dass an die Stelle der Doppelpuucte Doppeltangenten

treten, und an die Stelle der Rückkehrpuncte Wendetangenten, sodass

8*
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Aus einem Puncte y, welcher auf einer Curve n. 0. ohne

Doppel- oder Rückkehrpuncte liegt
;
gehen ausser der in y

stattfindenden Tangente noch n(n — \)—2 Tangenten an die

Curve.

188. Besitzt eine Curve n. 0. d Doppelpuncte und q

Rückkehrpuncte/ so ist ihre Classe gleich

w(n-l)— 2tf— 3p.

(Plücker. Algebr. Curven pag. 208.)

Beweis. Da die erste Polare eines Puncts y durch

sämmtliche Doppel- [179] und Rückkehrpuncte [180] geht,

ohne dass die Tangenten in diesen Puncten durch y gehen

[183], so wird die ursprüngliche Classe n(w — 1) der Curve

um so viel vermindert, als die Anzahl derjenigen Schnitt-

puncte beider Curven beträgt, welche sich in den Doppel-

und Rückkehrpuncten befinden. In jedem Doppelpuncte aber

trifft die Polare die Curve zwei mal, und da in jedem Rück-

kehrpuncte die Polare zugleich die Rückkehrtangente berührt,

so hat sie in einem solchen drei Puncte mit der Curve ge-

mein. Die ursprüngliche Classe wird daher für jeden Doppel-

punct um zwei und für jeden Rückkehrpunct. um drei Ein-

heiten vermindert.

189. Wenn ein Punct x auf der Hesse'schen Curve einer

Curve n. 0. u = liegt, so besteht seine conische Polare

allemal aus zwei Geraden, und dies findet auch nur dann

statt, wenn x auf der Hesse'schen Curve liegt.

Beweis. In veränderlichen yi heisst die Gleichung der

conischen Polare von x nach [171] dy
2 (ua:) = 0. Dieser

Kegelschnitt zerfällt aber nach [152J und [84] dann und nur

dann in zwei Gerade, wenn die x\ der Gleichung R{u) =
genügen, d. h. wenn x auf der Hesse'schen Curve liegt.

190. Hat die erste Polare eines Punctes y bezüglich

letztere bei einer als einer Einhüllenden einer Geraden betrachteten

Curve eine specielle Art von Doppeltangenten bilden. An die Stelle

eines Wendepunctes endlich tritt eine Rückkehrtangente, sodass der

Rückkehrpunct als ein Curvenpunct auftritt, durch -welchen drei zu-

sammenfallende Tangenten gehen, die die Curve in dem Rückkehr-

puncte berühren. Eine Curve n'er Classe ist im Allgemeinen von der

Ordnung w(n-l) und besitzt dann weder Doppel- noch Wendetangenten,

dagegen 3?i(n—2) Rückkehrtangenten.



192.] über algebraische Curven. 117

einer Curve n. 0. u = einen Doppelpunct, so geht die

Hesse'sche Curve //(w) =0 durch diesen hindurch. Und um-

gekehrt: Jeder Punkt der Hesse'schen Curve ist zugleich für

irgend eine erste Polare ein Doppelpunct.

Beweis. In veränderlichen Xi ist die Gleichung der

ersten Polare eines Puncts y nach [171]

r, du
,

du i du r\

Ist nuna; ein Doppelpunct dieser Curve, so gelten nach [150]

die Gleichungen:

|£ = Wii y\ + w21 y2 -f uu y3
=0

M W2

= Wn lJl + u 'n lj2 + Un Vi
= °

^ = W
J3 t/l + M23 2/2 + M33 !/3 — Ö,

und diese können nur mit einander bestehen, wenn H(ii)=
ist, d. h. wenn x auf der Hesse'schen Curve liegt. — Ist um-

gekehrt x ein Punct der Hesse'schen Curve, so giebt es alle-

mal einen Punct y, für den gleichzeitig die Gleichungen (1)

bestehen, für dessen erste Polare also x ein Doppelpunct ist.

191. Die beiden vorigen Sätze lassen sich in folgenden

zusammenfassen : Die Hesse'sche Curve einer Curve u =
ist sowohl der geometrische Ort der Puncte, deren conische

Polaren aus zwei Geraden bestehen, als auch der geometrische

Ort für die Doppelpuncte der ersten Polaren bezüglich der

Curve u = 0.

192. Eine beliebige Gerade G hat bezüglich einer Curve

n. 0., u = 0, (n — l) 2 Pole, d. h. es giebt (w — l) 2 Puncte,

welche bezüglich der Curve u = die Gerade G zur geraden

Polare haben.

Beweis. Seien x und x zwei Puncte der Geraden G,

P und P' ihre ersten Polaren bezüglich u. Diese beiden Cur-

ven schneiden sich in (n — l) 2 Puncten y. Da nun jeder

Punct y sowohl auf P als auch auf P' liegt, so geht die gerade

Polare jedes y sowohl durch x, als auch durch x [173] und
fällt daher mit der Geraden G zusammen. {Salmon, H. pl. Cvs.

pag. 59.)
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193. Die ersten Polaren aller Puncte x, welche auf einer

beliebigen Geraden G liegen, sehneiden sich in den nämlichen

(n— l)
2 Puncten und bilden also einen Curvenbüschel (n— 1). 0.

[145] , dessen Basispuncte die (n — l) 2 Pole der Geraden G
sind.

Beweis. Ist y einer der (w — l) 2 Pole von G, so geht

die gerade Polare von y , nämlich G , durch x und daher [173]

die erste Polare von x durch y. [Gremona, Curve piane art. 77.

Bobillier, Demonstrations de quelques theoremes sur les lignes etc. —
Annales de Gergoune t. 18. 1827—28. pag. 97.)

194. Die Polaren derselben, der r(e"
, Ordnung (die

{n— r)ten Polaren) eines Puncts a in Bezug auf sämmtliche

Curven eines Büschels ntcr Q. bilden selbst einen Curvenbüschel

rter 0.

Beweis. Sind u = 0, v = zwei Curven des Büschels,

so kann jede Curve desselben durch die Gleichung u-\-X v=0
dargestellt werden [145]. Die (n—r) (c Polare eines Puncts a

in Beziehung auf diese Curve hat dann [170] die Gleichung

4J (Ua) + l Jj {Ua) ==

und stellt daher für verschiedene Werthe von X einen Curven-

büschel r'
cr Ordnung dar. (ßalmon H. pl. Cvs. pag. 156).

Zusatz. Für r = 1 folgt hieraus: Die geraden Polaren

eines Punctes in Beziehung auf die Curven eines Büschels

schneiden sich in einem und demselben Puncte.

§• 7.

195. Sind u = 0, v ==0, w = die Gleichungen dreier

Curven n. 0., welche nicht durch die nämlichen n2 Puncte

gehen, so heisst das System der Curven, welche durch die

Gleichung

(1) u -f- X v -\- ji iv = 0,

worin X, (i zwei willkürliche Constanten bedeuten, dargestellt

werden können, ein Curvennetz n. 0., und u, v , w die

Leitcurven des Netzes.

196. Man kann unter den Curven eines Netzes drei

beliebige, die nicht durch die nämlichen n2 Puncte gehen,

heraus greifen und als Leitcurven annehmen, das Netz bleibt

dadurch ungeändert.
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Beweis. Sind cc, /3; cc',ß'; cc", ß" irgend drei Werthe-

paare von A, ft, so sind

u-{-av-\-ßw=0, u-\-a'v-\-ß'w= 0, u-\-cc" v-\- ß" w=
irgend drei Curven des Netzes (1). Nimmt man diese zu

Leiteurven eines Netzes
;

so hat irgend eine Curve desselben

die Gleichung

u -f- cc v -f- ß w -f- A (u -f- cc' v -f-
ß' ?v) -\- ^ (u -\- cc" v -f-

ß" w)= ;

da sich diese aber in der Form

(1+ A+ p) u+ (a-\- A «'-|-fta")y+ (^+ A
/
3 '+ i

t*/3") ^=
schreiben lässt

;
so ist die durch sie dargestellte Curve auch

eine Curve des Netzes (1).

197. Alle Curven eines Netzes n. 0., welche durch

einen und denselben Punct gehen , bilden einen Curvenbüschel

n. 0., d. h. sie schneiden sich in den nämlichen n 2 Puncten.

Haben aber die drei Leiteurven einen Punct mit einander

gemein
;

so gehen durch diesen alle Curven des Netzes hin-

durch.

Beweis. Wenn die drei Leiteurven einen Punct mit

einander gemein haben, so wird die Gleichung (1) in [195]

für diesen Punct erfüllt, welche Werthe auch A
;

{i haben

mögen, daher gehen alle Curven des Netzes durch diesen

Punct hindurch. Ist aber p irgend ein anderer Punct, und

sind u'j v', m die Werthe, welche die Functionen u, v, w in

p annehmen, so gilt für die Curven, welche durch p gehen,

die Gleichung

(2) u + A v' -j- fi iv = 0.

Eliminirt man aus dieser und aus (1) eine der beiden will-

kürlichen Constanten, z. B. A, so erhält man für alle durch

p gehenden Curven des Netzes die Gleichung

v u — uv -f- fx (v'w — rv'v) = 0.

Alle diese Curven gehen daher durch die w2 Durchschnitte

der beiden v'u — u'v = und v w — w' v= hindurch. Liegt

p in einem Durchschnitte zweier Leiteurven, z. B. u und v>

während w nicht durch p geht, so sind u und v Null, w
aber von Null verschieden. Dann zeigt die Gleichung (2),

dass für alle durch diesen Punct p gehenden Curven a =
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sein muss, sodass diese Curven durch die Gleichung w-j-A v—0
dargestellt werden und ebenfalls einen Büschel bilden.

198. Durch zwei gegebene Puncte geht im Allgemeinen

nur eine einzige Curve eines Netzes : in dem Falle aber, dass

die beiden Puncte zwei Basispuncte eines in dem Netze ent-

haltenen Curvenbüschels sind, gehen alle Curven dieses Bü-

schels durch die beiden gegebenen Puncte. Gehören endlich

beide allen drei Leitcurven an, so folgt aus [197], dass alle

Curven des Netzes durch sie hindurch gehen.

Beweis. Sind u, v, w und u", v", w" die Werthe,

welche die Functionen u, v, m in den beiden gegebenen

Puncten annehmen, so müssen für die Curven^ welche durch

beide Puncte gehen, die Gleichungen

u' -\- k v -f- p m' == Q

u" _f_ l V" 4- ^ rv" =
stattfinden. Durch diese erhalten aber A und /* vollkommen

bestimmte Werthe, sodass auch die durch die beiden Puncte

gehende Curve des Netzes vollkommen bestimmt ist. Eine

Ausnahme tritt nur ein, wenn die beiden letzten Gleichungen

von einander abhängig sind, d. h. wenn der Fall eintritt,

dass, nachdem A aus der ersten Gleichung bestimmt ist, die

Werthe u", v", w" der zweiten Gleichung für jeden Werth
von ft genügen, wenn also die beiden gegebenen Puncte

Basispuncte eines Curvenbüschels sind.

199. Die sämmtlichen ersten Polaren (von der Ordnung

n — 1) aller Puncte der Ebene in Bezug auf eine und dieselbe

Curve n. 0. u = bilden ein Curvennetz (n— 1). 0.

Beweis. Die erste Polare eines Puncts y hat bei ver-

änderlichen Xi nach [171] die Gleichung

du . du
,

du n.

Lässt man den Punct y alle Lagen in der Ebene annehmen,

so werden y1} y2} y3
willkürliche Grössen, während die Glei-

chungen ö— = 0, — = 0, t^- = drei Curven (n— 1). 0.

(nämlich die ersten Polaren der Ecken des Fundamentaldrei-

eckes) darstellen. Die vorige Gleichung hat daher die Form

der Gleichung (1) in [195|.
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Fünfter Abschnitt.

Hülfssätze über eine von Steiner aufgestellte

Verwandtschaft. *)

§• 1.

200. Hat man einen Kegelsclinittbüschel mit den Basis-

puncten ab c d, und bestimmt man für einen beliebigen Punct

m die Polaren in Beziehung auf alle Kegelschnitte des Bü-

schels, so schneiden sich diese im Allgemeinen in einem be-

stimmten Puncte m , dem zu m in Beziehung auf den Kegel-

schnittbüschel conjugirten Pole [111]. Eine Ausnahme hier-

von findet nur dann statt, wenn m zusammenfällt mit einer

der drei Ecken p q r des Dreieckes, welches dem vollständigen

Viereck ab c d als Diagonaldreieck angehört ; denn dann

fallen alle Polaren mit der gegenüberliegenden Seite des

Diagonaldreieckes zusammen [107]. Wenn man daher in

der Ebene jedem Puncte m den ihm in Beziehung auf den

Kegelschnittbüschel conjugirten Pol m entsprechen lässt, so

erhält man eine Verwandtschaft zweier Punctsysteme, bei

welcher jedem Puncte eines Systemes im Allgemeinen ein

bestimmter Punct des anderen Systemes entspricht, bei wel-

cher jedoch einer Ecke p des Diagonaldreieckes alle Puncte

der gegenüberliegenden Seite qr entsprechen. Da zwischen

zwei conjugirten Polen in Beziehung auf einen Kegelschnitt-

büschel Gegenseitigkeit stattfindet, so ist diese Verwandtschaft

involutorisch, indem je zwei Puncte der beiden Systeme ein-

ander involutorisch entsprechen [41]. Fällt m auf einen der

Basispuncte des Büschels z. B. auf a, so fällt auf diesen auch der

entsprechende Punct m', denn da die Polaren von a die Tan-

genten in a an den Kegelschnitten des Büschels sind [99],

so ist a ihr gemeinschaftlicher Schnittpunct. Eine derartige

Verwandtschaft zweier Punctsysteme soll kurz eine Stein er-

sehe Verwandtschaft genannt werden. Eine solche be-

*) Steiner. Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geome-
trischer Gestalten von einander. Berlin 1832. pag. 254 ff. — Schröter.

Steiner's Vorlesungen. Leipzig 1867. pag. 316.
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zieht sich stets auf einen bestimmten Kegelschnittbüschel,

welcher durch seine vier Basispuncte ab c d bestimmt ist.

Daher sollen diese vier Puncte die Basis der Steiner-

schen Verwandtschaft genannt werden.^ Die Ecken des

dem vollständigen Viereck ab c d zugehörigen Diagonal-

dreiecks p q r aber mögen die Hauptpuncte der Steiner-

schen Verwandtschaft heissen.

201. Aufgabe. Wenn vier Puncte ab c d als Basis

einer Steiner'schen Verwandtschaft gegeben sind, zu einem

gegebenen Puncte m den ihm in dieser Verwandtschaft ent-

sprechenden Punct m zu construiren.

Auflösung. Man sucht die Ecken p q r des Diagonal-

dreieckes und verbindet diese mit dem gegebenen Puncte m.

Alsdann bestimmt man zu jeder dieser Verbindungslinien den

zugeordneten harmonischen Strahl in Bezug auf diejenigen

zwei Seiten des vollständigen Vierecks ab c d, welche in der

betreifenden Diagonalecke zusammenstossen. Diese drei Strah-

len schneiden sich in dem gesuchten Puncte m. (Man braucht

daher nur zwei von ihnen zu construiren). — Denn die er-

wähnten drei harmonischen Strahlen sind die Polaren des

Puncts m in Beziehung auf die aus Geradenpaaren bestehen-

den Kegelschnitte des Büschels, welche von je zwei gegen-

überliegenden Seiten des vollständigen Vierecks ab c d ge-

bildet werden [95].

Bemerkung. Sind nicht die Ecken ab c d des Vier-

ecks, sondern nur die des Dreiecks p q r gegeben, so kann

man unendlich viele vollständige Vierecke finden, für welche

p q r das Diagonaldreieck ist, indem man eine Ecke des Vier-

ecks willkürlich annehmen kann [83]. In diesem Falle kann

man daher auch auf unendlich viele Arten eine Steiner'sche

Verwandtschaft etabliren, indem jedes jener Vierecke ab c d

als Basis einer solchen Verwandtschaft dienen kann.

202. Wenn ein Punct x eine Gerade

(1) m
l
x

1 -f- m2x2 -f- ^3^3 =
durchläuft, so beschreibt der ihm in einer Steiner'schen Ver-

wandtschaft entsprechende Punct y einen Kegelschnitt, der

durch die Ecken des Diagonaldreiecks p q r geht, welches
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dem die Basis der Verwandtschaft bildenden Vierecke ab cd

angehört.

Beweis. Das Diagonaldreieck pqr ist nach [108] allen

Kegelschnitten des Büschels [ab cd] conjugirt. Nimmt man
es als Fundamentaldreieck an, so werden irgend zwei Kegel-

schnitte dieses Büschels nach
1 109] durch die Gleichungen

a
\
x

i

7 + a
2 x2

2 + a.,x.^ = b
{
x

{

-
-f- b,,x.,

2
-f- b

3
x

:i

2 =
dargestellt. Die Polaren des Puncts x in Bezug auf diese

beiden Kegelschnitte haben dann nach [95] in veränderlichen

t/i die Gleichungen

a
l yrv l

+ a.,y,x
2 -f a

syz
xz
= 0,

b
t y l

x
l -f- b,y

2
x

2 -f b
3 y3 x3

= 0.

Da nun der dem x entsprechende Punct y nach [200] der

Durchschnitt dieser beiden Polaren ist, so liefern diese beiden

Gleichungen die Coordinaten des Puncts y\ und eliminirt

man die x-t aus ihnen mit Hülfe der Gleichung (1), so erhält

man den geometrischen Ort von y, während x die Gerade (1)

durchläuft. Diese Elimination giebt

1 ?n
i

m 2 m
3

0,

KV\ KVi hv%

oder wenn man der Kürze wegen

a
2
b.
3
— «

3
&2 = A] , «

3
b

{

— a
{
b
3
= A,, a

x
b
2
— a2 b x

= A
z

setzt,

(3) m
l
A

l y2 y.i + m
2
A

2 y.iyi -f m3
A.

d y t y2
= 0.

Der gesuchte geometrische Ort ist daher [102] ein dem
Fundamentaldreieck umschriebener Kegelschnitt.

Zusatz. Geht die Gerade (1) durch eine Ecke des

Hauptdreiecks pqr z. B. durch die, in welcher die Seiten

x\ = 0, x2
= zusammenstossen, so ist m

3
= [77]. Der

Kegelschnitt (3) erhält dann die Gleichung

Uz {m
2
A2yi -{-m

l
A

1 y2)
=

und besteht daher aus der der betreffenden Ecke gegenüber-

liegenden Seite des Dreiecks p q r und einer Geraden, welche

durch diese Ecke geht. Sieht man daher von der Diagonal-

seite ab, welche ohnehin nach [200] eine Ausnahmerolle
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spielt, so kann man sagen, dass einer durch eine Ecke des

Dreiecks pqr gehenden Geraden wiederum eine Gerade ent-

spricht.

203. Hat man statt einer Geraden unendlich viele,

welche sich alle in demselben Puncte s schneiden, also einen

Strahlbüschel mit dem Scheitel s, so entsprechen ihnen un-

endlich viele Kegelschnitte, welche alle durch pqr und ausser-

dem durch den dem Puncte s entsprechenden Punct s gehn.

Also entspricht dem Strahlbüschel [s] ein Kegelschnittbüschel

mit den Basispuncten pqrs'. Diese beiden Büschel aber sind

projectivisch.

Beweis. Sind

irgend zwei Strahlen des Strahlbüschels, so kann jeder andere

Strahl desselben durch die Gleichung

m
l
x

l -f- m2x2 -f- m%x.
A -f- l (n

1
x

1 -f- n
2
x2 -f- n

s
x

3)
=

dargestellt werden. Man erhält demnach die Gleichung des

entsprechenden Kegelschnitts des Kegelschnittbüschels, wenn
man in der Gleichung (3) [202]

mi -f- X rii statt nii («'=1,2,3)

setzt. Kegelschnitt und Strahl entsprechen einander also

dann, wenn beide demselben Werthe von A angehören. Mit-

hin [113] ist das Entsprechen ein projectivisches.

204. Beschreibt ein Punct x einen Kegelschnitt, so be-

schreibt der ihm in einer Steiner'schen Verwandtschaft ent-

sprechende Punct y eine Curve 4. 0., welche in den Ecken

des Hauptdreiecks pqr drei Doppelpuncte besitzt.

Beweis. Wenn der gegebene Kegelschnitt die Gleichung

/--in m
ii
x

i
-\-tn22x2 -\-m.

i3
x^ -\-Zm

2
^x2 x.i

—1— £ Tiln* Xo X] —
I
— £ f/l t 9X t Xty =^ \)

hat, so erhält man, indem man ebenso vorgeht, wie in [202],

den geometrischen Ort des Puncts y, wenn man mit Hülfe

der letzten Gleichung die Xi aus (2) in [202] eliminirt.

Diese beiden Gleichungen aber geben

x
t

: x2
: x

3
= A

1 y2 y3
: A

2 yä y L
: A^ y 1 y2 ,

und substituirt man diese Ausdrücke in (1 ), so erhält man
für den gesuchten geometrischen Ort
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(2 )
m

i 1
A

\ VaVs
2+ mn A >Wt/l

2+ ^33A3
2t/lW^m23A2

A
2!/l^3

-\-2m.
il
A

3
A

i y i y2
2
y.i+ 2m

i
,A

l
A

2 y l y2 y._i

2=0
)

also eine Curve 4. 0. Da aber diese Gleichung keine der

drei Variabein in einer höheren als der zweiten Potenz ent-

hält, so ist jede der drei Ecken des Fundamentaldreiecks pqr

ein Doppelpunct der Curve 4. 0. [160].

Zusatz. Ist der gegebene Kegelschnitt dem Dreieck

pqr unischrieben, sodass mu —- m22
= m

:i:i
= ist [102],

so verwandelt sich die Gleichung (2) in folgende

y\ y-i y-i O23 A2
A

z V\ + w
3i
A

z
A

\ y%

+

mn A vA 2/3)= °-

In diesem Falle besteht also die Curve 4. 0. aus den drei

Seiten des Dreiecks pqr und einer vierten Geraden. Lässt

man nun die ersteren wieder ausser Betracht, so kann man
als Umkehrung von [202] sagen: Einem dem Dreieck pqr
umschriebenen Kegelschnitte entspricht eine Gerade, und

folgert dann ebenso wie in [203]:

Einem Kegelschnittbüschel, welcher p q r und irgend einen

vierten Punct s zu Basispuncten hat, entspricht ein Strahl-

büschel, dessen Scheitel der dem Puncte s entsprechende

Punct s' ist; und diese beiden Büschel sind projectivisch.

205. Wenn ein Punct x eine Curve n. 0. durchläuft,

so beschreibt der ihm in einer Steiner'sehen Verwandtschaft

entsprechende Punct y eine Curve von der Ordnung 2«,

welche in jedem der drei Hauptpuncte pqr einen «-fachen

Punct besitzt.

Beweis. Ordnet man die Gleichung der gegebenen

Curve «. 0. nach Potenzen von xs , so kann man sie in fol-

gender Form schreiben

'Sh UoäV + «1A 'V
-1

»2 + • • •

\ )

-f «/,_!,/, x
i
x./1-1 + aA/l x.Ax3

"-J
' = 0.

Nimmt man nun das Hauptdreieck pqr zum Fundamental-

dreieck an, so erhält man, wie in [204], die Gleichung der ent-

sprechenden Curve, wenn man statt xl} x2 , x3
die Ausdrücke

a-j : x2 : x3
= A^y

2y3
: A

%y^yA : Azy x y2

substituirt. Dadurch wird die Gleichung der entsprechenden
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Curve, wenn man die neu auftretenden Coefficienten , den

früheren am entsprechend, mit b;/t bezeichnet, folgende:

^JJboA y2
A
y3

Ä + blh y, y/'- 1 y3
Ä + . . .

-f &*_!,* yt
*-i

y, y3
Ä + &Ä/i yt

* y.A yf~* y£~* = 0.

Ordnet man diese nach Potenzen von y3 , so erhält man

^(hh yf-
1
' y2

n + h\ y,-**1
yf-

1 + ...

^

+ h-i, n yf-
1
y2

"-/l+1 + hh yf y2
n-h\ !/?/' =

oder ausgeschrieben

*«o V" V-i + (*oi Vi""
1 Vf + hn V" Vf^)Vz

+ O02 vr* y? + &i 2 j/i"-
1
y2

*-' + K. ?a" s^"-
2')

</ 3
2

+ • • • •

\+{b0l,y2»+b1},y
[
y^+...+ b,l^ >ny i

»- l
y2
+bnnyf)yi

»==°-

Diese Curve ist also von der Ordnung 2n, aber keine der

Variabein kommt in einer höheren Potenz vor als in der

nten
\ daher sind die Ecken des Fundamentaldreiecks (die

Hauptpuncte) «-fache Puncte. [160].

206. Wenn die Curve «. O. durch die Hauptpuncte

hindurchgeht, so reducirt sich die entsprechende Curve 2«. 0.

auf die Seiten des Hauptdreiecks und eine Curve von der

Ordnung 2«— 3, welche in jedem Hauptpuncte einen (w—2)-

fachen Punct besitzt.

Beweis. Da die Curve in diesem Falle durch die Ecken

des Fundamentaldreieckes geht, so ist [160] in der Gleichung

(1) in [205] a00
= a0n = ann = zu setzen, wodurch auch

bm = bon = b„„ = wird. Dadurch erhalten alle Glieder

der Gleichung (2) den Factor y x y2 y3 , und nach Absonderung

desselben bleibt folgende Gleichung übrig

K yi
n~*

y-z
n~x + h\

y"' 1
y*

1-2

+ (V vir* y-T'
1 + ^12 yf^yf-* + &22 yr 1 y*-*) v»

+
+ {bm y./"2 + b2n y, y2

»-s + . . . + bn^ n yf~*) y3
*- 1 = 0.

Diese Gleichung ist von der Ordnung 2n— 3, aber die höchste

Potenz der Variabein ist n— 1 , daher [160] ist jeder Haupt-



208.] über eine von Steiner aufgestellte Verwandtschaft. 127

punct ein vielfacher Punct vom Grade 2?/,— 3

—

-(n — 1), also

ein (n— 2)-facher Punct.

Zusatz. Einer Curve 3.0. (n— 3) entspricht daher im

Allgemeinen eine Curve (5. 0. Geht aber die erstere durch

die Hauptpuncte, so entspricht ihr, wenn man die Seiten des

Hauptdreiecks unberücksichtigt lässt, wieder eine Curve 3. 0.,

welche auch durch die Hauptpuncte geht und diese zu ein-

fachen Puncten hat.

207. Wenn eine Curve n. 0. keine Doppelpuncte be-

sitzt, so hat die ihr entsprechende Curve 2». 0. ausser den

in den Ecken des Hauptdreiecks befindlichen vielfachen Punc-

ten keine weiteren Doppelpuncte. — Denn ein Doppelpunct

der Curve 2n. 0. müsste dann gleichzeitig zweien verschie-

denen Puncten der Curve n. O. entsprechen. Dies ist aber

nur möglich, wenn diese letzteren Puncte auf einer der Sei-

ten des Hauptdreiecks liegen, und dann ist der ihnen ent-

sprechende Doppelpunct eben die gegenüberliegende Ecke des

Hauptdreiecks. Wenn daher eine durch die Hauptpuncte

gehende Curve 3. 0. keine Doppelpuncte hat, so hat die ihr

nach [206] entsprechende Curve 3. 0. ebenfalls keine Doppel-

puncte.

§.2.

208. Aufgabe: Wenn ein Strahlbüschel mit vier

Strahlen m (a, b, c, d), vier Puncte 12 3 4, und ausserdem

dreiBasispuncte pqr eines Kegelschnittbüschels gegeben sind, so

soll man den geometrischen Ort eines Puncts x so bestimmen,

dass, wenn derselbe als vierter Basispunct des Kegelschnitt-

büschels genommen wird, die durch die Puncte 12 3 4 gehen-

den Kegelschnitte dieses Büschels der Reihe nach den Strah-

len m (a, b, c, d) projectivisch entsprechen; in Zeichen, dass

(1) [pqrx] (1, 2, 3, 4) A m («, b, c, d)

sei.

Auflösung. Betrachtet man pqr als Diagonalpuncte

irgend eines vollständigen Vierecks, so kann man dieses als

Basis für eine Steiner'sche Verwandtschaft festsetzen. In die-

ser seien 1', 2', 3', 4' die entsprechenden Puncte zu 1, 2. 3, 4,

und x der entsprechende Punct zu x. Dann entspricht dem
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Kegelschnittbüschel [pqrx] (1,2,3,4) nach [204] der Strahl-

büschel x (1', 2', 3", 4'), und zwar projectivisch. Es ist also

0^*1(1,2,3,4) Ä x (1', 2', 3', 4').

Demnach wird die Forderung (1) erfüllt, wenn x so bestimmt

wird, dass

x' (1', 2'
;

3', 4') A m (a
7
b, c, d)

wird. Der geometrische Ort des dieser Forderung Genüge
leistenden Punctes x aber kann nach [129] bestimmt werden,

und zwar folgendermassen : Entspricht in einem Strahlbüschel

mit dem Scheitel 1' der Strahl Yt dem Strahle ma, so dass

Y (t, 2', 3', 4') 7\ m (a, b, c, d)

ist, so ist der geometrische Ort des Punctes x' ein Kegel-

schnitt, welcher durch Y 2' 3' 4' geht und die Gerade Y t in

1' berührt. Diesem Kegelschnitte entspricht in der Steiner'-

schen Verwandtschaft nach [204] eine Curve 4. 0., welche

pqr zu Doppelpuncten hat und durch 1 2 3 4 geht; diese

Curve 4. 0. ist daher der gesuchte geometrische Ort des

Punctes x. (Korüan. Ueber geometrische Aufgaben dritten und vier-

ten Grades. Bonn 1869. pag. 39.)

209. Aufgabe. Weun ein Strahlbüschel mit fünf

Strahlen m [a, b, c, d, e), fünf Puncte 1, 2, 3, 4, 5, und ausser-

dem drei Basispuncte p q r eines Kegelschnittbüsehels gegeben

sind, so soll man den vierten Basispunct x des Letzteren so

bestimmen, dass die durch die Puncte 1, 2, 3, 4, 5 gehenden

Kegelschnitte des Büschels den Strahlen m («, b, c, d, e) der

Reihe nach projectivisch entsprechen; in Zeichen, dass

(1) [pqrx] (1, 2, 3, 4, 5) A w {a, b, c, d, e)

sei.

Auflösung. Die Puncte x, welche der Forderung

[pqrx] (1, 3, 4, 5) A m(a,c
}
d,e)

genügen, erfüllen nach [208] eine Curve 4. 0., C, die

p, q, r zu Doppelpuncten hat und durch 13 4 5 geht. Ebenso

erfüllen die Puncte x, für welche

[pqrx] (2, 3, 4, 5) A *» ip, c, d, e)

ist, eine zweite Curve 4. 0., C , welche ebenfalls in

pqr drei Doppelpuncte besitzt und durch 2345 geht. Der
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Punct x, welcher der Forderung (1) genügt, muss also ein

Durchschnitt der beiden Curven C und C sein. Aber diese

Ourven haben gemeinschaftlich die einfachen Puncte 3 4 5

und die Doppelpuncte p q r, also da in jedem der letzteren

vier Durchschnitte vereinigt sind, im Ganzen fünfzehn Puncte.

Der gesuchte Punct x ist also der sechszehnte Durchschnitt

der beiden Curven C und C. Um diesen Punct zu finden,

wähle man irgend ein vollständiges Viereck, für welches

p q r die Diagonalpuncte sind, als Basis für eine Steiner'sche

Verwandtschaft und bestimme in dieser die entsprechenden

Puncte V 2' 3' 4' 5' zu 12 3 4 5. Dann entspricht nach [208]

der Curve C der Kegelschnitt K , welcher durch V 3' 4' 5'

geht und in 1' die Tangente 1' / hat, wenn

1' (t, o, 4', 5') A m (a> c) d, e)

ist. Der Curve C'~ aber entspricht ein Kegelschnitt K'', der

durch 2' 3' 4' 5' geht und in 2' die Tangente 2' s hat, die so

construirt ist, dass 2' (s, 3', 4', 5') A m (b c d e) ist. Der

letzte Durchschnitt x von C und C entspricht daher dem
vierten Durchschnitt x der Kegelschnitte K und K\ die die

drei Puncte 3' 4' 5' gemeinsam haben.

Man hat hiernach zur Bestimmung des Punctes x fol-

gende Constructionen auszuführen. Man construirt nach [83]

irgend ein vollständiges Viereck so, dass p q r dessen Diago-

nalpuncte werden, und nimmt dieses Viereck als Basis für

eine Steiner'sche Verwandtschaft. In dieser construirt man
nach [201] die zu 1 2 3 4 5 entsprechenden Puncte 1' 2' 3' 4' 5'.

Sodann bestimmt man nach [91] die Strahlen Yl und 2's so, dass

1' (t, 3', 4', 5') A w («; c, d, e)

2' (s, 3', 4', 5') A m (b, c, d, e)

ist. Nun construirt man nach [124] den vierten Durchschnitt

x der Kegelschnitte K und K', welche die Puncte 3' 4' 5'

gemeinsam haben, und von denen der erste ausserdem durch

den Punct 1' und die Tangente l't, der zweite durch den

Punct 2' und die Tangente 2's bestimmt ist. Endlich con-

struirt man den zu x in der Steiner sehen Verwandtschaft

entsprechenden Punct x, so ist dies der verlangte. {Kortum.

1. c. [208J pag. 43.)

Dur£ge, Curven dritter Ordnung.





Zweite Abtheilung.

Curven dritter Ordnung.





Erster Abschnitt.

Einleitende Sätze.

210. Bedeutet u entweder eine ganze rationale Function

dritter Ordnung von zwei Parallel-Coordinaten oder eine eben-

solche homogene Function von drei homogenen Punctcoordi-

naten, so ist die durch die Gleichung u = dargestellte Curve

eine Curve dritter Ordnung.

211. Eine Curve dritter Ordnung ist entweder eine ein-

fache Curve [133], oder sie besteht aus einer Geraden und

einem Kegelschnitte, oder sie besteht endlich aus drei Geraden,

von denen auch zwei oder alle drei zusammenfallen können.

212. Eine Gerade, welche nicht einen Theil einer Curve

3. 0. bildet, schneidet diese in drei Puncten [134]. Von diesen

können zwei zusammenfallen, dann ist die Gerade entweder

eine Tangente an der Curve, oder sie trifft die Curve in einem

Doppelpuncte. Es können auch alle drei Schnittpuncte zu-

sammenfallen, dann ist die Gerade entweder eine Tangente

in einem Doppelpuncte, oder sie ist eine Wendetangente, und

der Durchschnittspunct ein Wendepunct. Von den drei Schnitt-

puncten der Geraden mit der Curve können zwei imaginär

sein, einer aber ist stets reell [135].

213. Wenn eine Gerade mit einer Curve 3. 0. mehr als drei

Puncte gemein hat, so bildet sie einen Theil der Letzteren [137].

214. Eine Gerade, welche eine Curve 3. 0. in einem

Puncte a berührt, schneidet dieselbe ausserdem in einem Puncte

a, da sie drei Puncte mit jener gemein hat. Dieser Punct

heisst der Tangentialpunct zugehörig zu dem Berührungs-

puncte. {Sahnon. On Curves of the Sd order.Phil. Trans, vol. 148. pag. 535.

Cremona. Cve piane. art. 39. b.) Zieht man in d aufs Neue eine
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Tangente an die Curve, so gehört zu d wieder ein Tangen-

tialpunct d' \ dieser heisst der zweite Tangentialpunct
zu a. Der zu diesem zugehörige Tangentialpunct d" heisst

der dritte Tangentialpunct von a, u. s. f. (Saimon 1. c.

pag. 537. Cremona. Cve piane. art. 67. c. d.)

215. Wenn eine Curve 3. 0. nicht einen Theil einer

Curve n. 0. bildet, und wenn beide Curven nicht eine Gerade

oder einen Kegelschnitt mit einander gemein haben, so schnei-

den sie einander in 3n Puncten, zwei solche Curven 3. 0.

also in 9 Puncten [138]. Wenn k von diesen Durchschnitts-

puncten in einen einzigen zusammenfallen, der nicht für eine

der beiden Curven ein Doppel- oder mehrfacher Punct ist,

so sagt man, dass die beiden Curven eine £-punctige Berührung

mit einander eingehen.

216. Eine einfache Curve 3. 0. kann höchstens einen
Doppelpunct [oder Rückkehrpunct] haben [154]. Besteht sie

aber aus einer Geraden und einem Kegelschnitt, so hat sie

zwei Doppelpuncte, nämlich die beiden Durchschnittspuncte-,

und besteht sie aus drei Geraden, so hat sie drei Doppelpuncte,

nämlich die drei Durchschnitte der Geraden.

217. Hat eine Curve 3. 0. einen dreifachen Puuct k, so

besteht sie aus drei in diesem Puncte zusammenlaufenden Ge-

raden. — Denn nimmt man auf der Curve irgendwo einen

Punct a an, so hat die Gerade ka vier Puncte mit der Curve

gemein und bildet daher [213] einen Theil der Curve. {Cremona.

Cve piane. art. 31.)

218. Zur Bestimmung einer Curve 3. 0. sind neun

Puncte erforderlich und in der Regel auch hinreichend [142].

Sind aber neun Puncte die Durchschnitte zweier Curven 3. 0.,

so gehen unendlich viele Curven 3. 0. durch sie hindurch,

welche einen Curvenbüschel 3. 0. bilden [144].

219. Alle Curven 3. 0., welche durch acht beliebig ge-

gebene Puncte gehen , haben auch noch einen neunten Punct

gemeinschaftlich, bilden also einen Curvenbüschel 3. 0. [143.]

220. Wenn von den neun Durschschnitten zweier Curven

3. 0. drei auf einer Geraden liegen, so liegen die übrigen

sechs auf einem Kegelschnitt; und umgekehrt: Liegen sechs

auf einem Kegelschnitt, so liegen die übrigen drei in gerader

Linie [148].
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221. Von diesem Satze ist das Pascal'sche Theorem

[87] ein specieller Fall. Denn sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 sechs

beliebige Puncte eines Kegelschnitts, so bilden die drei Ge-

raden 12, 34, 56 eine Curve 3. 0., ebenso auch die Geraden

23, 45, 61. Diese beiden Curven 3. 0. schneiden sich in den

neun Puncten

(12, 23) = 2 (34, 23) = 3 (56, 23) = k

(12, 45) = h (34, 45) = 4 (56, 45) = 5

(12, 61) = 1 (34, 61) = l (56, 61) = 6.

Von diesen liegen 1, 2, 3, 4
; 5, 6 auf einem Kegelschnitte,

also die drei übrigen h, k , l auf einer Geraden. {Saimon. H. pl.

Cvs. pag. 23.)

222. Wenn von neun Puncten einer Curve 3. 0. drei

in einer Geraden und die übrigen sechs auf einem Kegelschnitte

liegen, so kann man unendlich viele Curven 3. 0. durch diese

neun Puncte legen. — Aus [218] ; denn die Gerade und der

Kegelschnitt bilden eine zweite Curve 3. 0.

223. Liegen von neun Puncten in der Ebene drei in

einer Geraden, die übrigen sechs aber nicht auf einem Kegel-

schnitt ; oder : liegen sechs auf einem Kegelschnitt, die übrigen

drei aber nicht in einer Geraden, so geht nur eine einzige Curve

3. 0. durch die gegebenen neun Puncte. — Denn liesse sich mehr

als eine Curve 3. 0. durch sie hindurch legen, so könnten nach

[220] die obigen Voraussetzungen nicht stattfinden.

224. Liegen von den neun Durchschnitten zweier Curven

3. 0. zwei Mal drei in je einer Geraden, so liegen auch die

letzten drei in einer Geraden. — Aus [220], da die beiden

ersten Geraden zusammen einen Kegelschnitt bilden.

225. Zieht man aus den Durchschnitten a, a, a" einer

Geraden mit einer Curve 3. 0. Secanten abc, ab'c, a"b"c",

so liegen die sechs Durchschnitte bc, b' c , b"c" derselben mit

der Curve auf einem Kegelschnitt. {Poncelet. Analyse des Trans-

versales. Crelle's Journ. Bd. 8. pag. 129.)

Beweis. Die drei Secanten bilden eine zweite Curve

3. 0., deren Durchschnitte mit der gegebenen die neun Puncte

abc, ab'c', a"b"c" sind. Da drei von diesen a, ä', a" in einer

Geraden liegen, so liegen die sechs übrigen nach [220] auf

einem Kegelschnitt.
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226. Gehen die Secanten bc, b'c\ b"c" in Tangenten

über, so folgt: Zieht man aus drei in gerader Linie liegenden

Cnrvenpuncten a d a" irgend drei Tangenten an die Curve,

so wird diese in den drei Berührungspuncten von einem Kegel-

schnitte berührt. — Es ist aber sehr beachtenswerth , dass

dieser Kegelschnitt auch in zwei zusammenfallende Gerade

degeneriren kann. (Vgl. [383, 542]). -

227. Ebenso folgt umgekehrt: Liegen sechs Puncte einer

Curve 3. 0. bcb'c b"c' auf einem Kegelschnitt, und verbindet

man dieselben paarweise durch gerade Linien z. B. bc, b'c,

b" c" , welche die Curve aufs Neue in ad d' schneiden, so

liegen die drei letzteren Puncte in einer Geraden. {Poncelei

1. c. [225] pag. 129.)

228. Fällt von den drei Punctepaaren bc, b'c', b" c" jedes

in einen Punct zusammen, so folgt: Wenn ein Kegelschnitt

eine Curve 3. 0. in drei Puncten bb'b'' berührt, so liegen

deren drei Tangentialpuncte ad' a" in gerader Linie.

229. Sind a s d, a" drei in gerader Linie liegende Puncte

einer Curve 3. 0.; b, b', b" ebenfalls, und schneiden die Ver-

bindungsgeraden ab, ab' , a"b" die Curve in c , c, c"; so liegen

diese drei Puncte auch in gerader Linie.

Beweis. Die Geraden abc, a'b'c, a"b"c" bilden eine

Curve 3. 0., welche diese neun Puncte mit der gegebenen

gemeinschaftlich hat. Von diesen neun Dnrchschnittspuncten

liegen zwei Mal drei ad d' und bb'b" in je einer Geraden,

also [224] auch die letzten drei.

230. Liegen drei Puncte a, d , a" einer Curve 3. 0. in

einer Geraden G, so liegen die ihnen zugehörigen Tangential-

puncte c, c , c" ebenfalls in einer Geraden G'. (Maclaurin. De

linearum geometricarum proprietatibus, übers, v. Jonquieres in Melanges

de geometrie pure. pag. 223.) — Denn lässt man in [229] die

beiden Geraden ad a" und bb'b" zusammenfallen, so werden

die Secanten abc, a'b'c, a"b"c" zu Tangenten, und die Puncte

c, c , c" die Tangentialpuncte zu resp. a, d , a".

Die Gerade G' heisst die Begleiterin der Geraden G,

und der Durchschnitt dieser beiden Geraden der die Gerade

G begleitende Punct. {Gayley. Memoir on Curves of the third

order. Phil. Trans, vol. 147. pag. 416. „satellite line, satellite point,"
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Cremona. Cve. piane. art. 39. b. „retta satellite, punto satellite." Curtze

übersetzt: beigeordnete Gerade, beigeordneter Punct. pag. 57.)

231. Die Puncte, in welchen die drei Asymptoten einer

Curve 3. 0. diese schneiden, liegen in gerader Linie. [Pon-

celet 1. c. [225] pag. 130.) — Denn die Berührungspuncte der

Asymptoten liegen auf der unendlich fernen Geraden [16] , und

die Asymptotendurchschnitte sind die Tangentialpuncte dieser

unendlich fernen Berührungspuncte [230].

232. Sind a, d, a" die Schnitte einer Geraden mit einer

Curve 3. 0., und zieht man aus einem Puncte c der Letzteren

die Geraden ca, cd , ca" , welche die Curve aufs Neue in

b, b' , b" schneiden, so hat der Kegelschnitt, welcher durch

b, b', b" geht und die Tangente der Curve in c hier berührt,

in diesem Puncte eine dreipunetige Berührung mit der Curve.

(Poncelet. Analyse des Transversales. Crelle's Journ. Bd. 8. pag. 134.)

Beweis. Hält man die drei in gerader Linie liegenden

Puncte a, d , a" fest, substituirt aber statt des einen Curven-

punetes c drei solche c, c, c" , und lässt die Puncte b, b', b",

durch die Schnitte der Geraden ca, cd, c"d' mit der Curve

entstehn, so liegen cc c'bb'b" auf einem Kegelschnitte [225].

Lässt man nun die Puncte cc c" in einen c zusammenfallen,

so fallen in c drei Puncte des Kegelschnitts mit drei Curven-

puneten zusammen. (Cremona. Cve. piane art. 39. d.)

233. Geht eine Curve 3. 0. u durch die Ecken 1 , 2, 3,

4, 5, 6 eines Sechsecks und ausserdem durch die Durchschnitte

zweier Paare gegenüberliegender Seiten z. B. (12, 45) = h,

(23, 56) = k, so geht sie auch durch den Durchschnitt

(34, 61) = / des dritten Seitenpaares.

Beweis. Die Geraden 12, 34, 56 bilden eine Curve 3. 0.,

ebenso 23, 45, 61. Diese zwei Curven schneiden sich in den

neun Puncten 2, h, 1; 3,4,/; k, 5, 6. Die Curve u geht

durch acht von diesen, nämlich 1, 2, 3, 4, 5, 6, h, k, also

[219] auch durch den neunten l. {Poncelet. Analyse des Transver-

sales. Crelle's Journ. Bd. 8. pag. 132. Cremona. Cve. piane art. 45. c.)

Bemerkung. Besteht u aus einem Kegelschnitt und

einer Geraden, und liegen 1, 2, 3, 4, 5, 6 auf dem Kegel-

schnitt und h, k auf der Geraden, so folgt wieder das Pascal'

-

sehe Theorem [87] , denn da der Kegelschnitt mit einer Curve

3. 0. nicht sieben Puncte gemein haben kann, so kann der
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neunte Punet /, der auf u liegen muss, nicht auf dem Kegel-

schnitt, sondern muss auf der Geraden hk liegen. [Cremona.

Cve. piane. art. 45. c.)

234. Zieht man in den sechs Puncten, in welchen ein

Kegelschnitt eine Curve 3. 0. schneidet, Tangenten an die

Curve, so liegen die sechs Puncte, in denen diese Tangenten

die Curve schneiden (dieTangentialpuncte der sechs Berührungs-

puncte [230] ) auf einem neuen Kegelschnitt. [Cremona art. 45. b.)

Beweis. S. [248.]

235. Wenn ein Kegelschnitt mit einer Curve 3. 0. in

einem Puncte a eine fünfpunctige Berührung hat, und die

Curve in b schneidet, so schneidet derjenige Kegelschnitt, wel-

cher die Curve in dem zu a. zugehörigen Tangentialpuncte a

fünfpunctig berührt, die Curve in dem zu b zugehörigen

Tangentialpuncte b'.

Beweis. Fallen in [234] fünf Schnittpuncte des ersten

Kegelschnittes in a zusammen , so fallen auch fünf Tangenten

zusammen und daher auch die fünf zugehörigen Tangential-

puncte, und zwar diese nach a'. Demnach hat auch der zweite

Kegelschnitt in a' eine fünfpunctige Berührung mit der Curve.

Der sechste Punct des ersten Kegelschnitts aber ist b, und

der des zweiten der zu b gehörige Tangentialpunct b' .
{Cremona.

Cve. piane. art. 67. e.)

Zweiter Abschnitt.

Erzeugung der Curven dritter Ordnung.

§. i.

236. Wenn ein Strahlbüschel und ein Kegelschnittbüschel

zu einander projectivisch sind [113], so ist der geometrische

Ort der Durchschnitte jedes Strahls mit dem ihm entsprechen-

den Kegelschnitte eine Curve 3. 0,, welche durch den Mittel-

punct des Strahlbüschels und die vier Basispuncte des Kegel-

schnittbüschels hindurchgeht.

Beweis. Bedeuten A = 0, A'=0 zwei Gerade, Z= 0,
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K' = zwei Kegelschnitte, und A einen veränderlichen Para-

meter, so stellt [57]

A -J- IÄ =
einen Strahlbüschel , und [105]

K -f XK' =
einen Kegelschnittbüschel dar. Von diesen sind ein Strahl

und ein Kegelschnitt projeetivisch entsprechend, wenn ihnen

der gleiche Werth von X zugehört [113]; man erhält daher

den geometrischen Ort der Durchschnitte entsprechender Strah-

len und Kegelschnitte, wenn man A aus den beiden letzten

Gleichungen eliminirt. Dadurch erhält man die Gleichung

AK' — A'K = 0,

welche eine Curve 3. 0. darstellt. Diese wird erfüllt, wenn
gleichzeitig A — (} und Ä = ist, daher geht die Curve durch

den Mittelpunct des Strahlbüschels, ferner auch, wenn gleich-

zeitig K — und K' = ist, daher geht die Curve auch

durch die Basispuncte des Kegelschnittbüschels.

237. Wenn eine Curve 3. 0. durch einen Strahlbüschel

mit dem Mittelpuncte m und einen Kegelschnittbüschel mit den

Basispuncten ab c d nach [236] erzeugt ist, so entspricht der

Kegelschnitt, welcher durch m geht, demjenigen Strahle,

welcher die Curve 3. 0. in m berührt.

Beweis. Der durch m gehende Kegelschnitt hat ausser

den Basispuncten ab c d den Punct m und noch einen sechsten

Punct e mit der Curve gemein, der entsprechende von m
ausgehende Strahl geht daher durch m und e und hat also in

m zwei Puncte mit der Curve gemein.

238. Der Strahl , welcher durch einen Basispunct a des

Kegelschnittbüschels geht, entspricht demjenigen Kegelschnitte,

welcher die Curve 3. 0. in a berührt.

Beweis. Der durch a gehende Strahl schneidet die Curve

3. 0. in a und in einem dritten Puncte f. Der entsprechende

Kegelschnitt geht daher ausser durch die Basispuncte ab c d

noch durch a und f, hat also in a zwei Puncte mit der Curve

gemein.

239. Wenn auf einer gegebene Curve 3. 0. vier Puncte

ab c d beliebig gegeben sind , so kann man dieselben stets
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als die Basispuncte eines Kegelschnittbüschels annehmen,

-welcher mit einem Strahlbüschel, dessen Mittelpunct m eben-

falls auf der Curve liegt, die letztere nach [236] erzeugt.

Oder: Legt man durch vier beliebige feste Puncte ab cd
einer Curve 3. 0. einen variablen Kegelschnitt, welcher die

Curve in n, p, sehneidet, so geht die variable Gerade np
durch einen festen Punct m der Curve. Dieser Punct m heisst

der den vier Puncten ab cd gegenüberliegende Punct.

(Satmon pag. 133. Cremona art. 65.)

Beweis 1. Legt man durch abcd einen beliebigen Kegel-

schnitt, schneidet damit die Curve in n, p, und mit der Ge-

raden np in m, so muss, wenn es möglich sein soll, die

gegebene Curve durch den Kegelschnittbüschel [ab cd] und

einen projectivischen Strahlbüschel zu erzeugen, m der Mit-

telpunct des Letzteren sein. Nun kann man zur Feztsetzung

der Projectivität noch zwei Strahlen und zwei Kegelschnitte

beliebig annehmen [113, 61,35]. Diese aber sind bestimmt, wenn

man noch zwei Puncte n' und n" auf der Curve annimmt und

durch jeden einen Strahl und zugleich den entsprechenden

Kegelschnitt gehen lässt. Dann ist zu jedem Kegelschnitt der

projectivisch entsprechende Strahl bestimmt, und umgekehrt.

Zugleich aber ist durch die neun Puncte abcdnpmn n" auch

die Curve 3. 0. eindeutig bestimmt; denn sollen durch die

Puncte n , n" wirklich noch zwei Strahleu gehen, so dürfen

n n" nicht mit m in gerader Linie liegen , und da nun

ab c d np auf einem Kegelschnitte sich befinden , so ist nach

[223] durch obige neun Puncte nur eine Curve 3. 0. möglich.

Demnach ist der Punct m in der That der Mittelpunct des

Strahlbüschels, welcher mit dem Kegelschnittbüschel [ab c d]

gerade die gegebene Curve 3. 0. und keine andere erzeugt.

Beweis 2. Bedeuten A, B, C, D, E, F lineare Ausdrücke,

und k eine Constante, so kann die Gleichung jeder Curve 3. 0.

auf unendlich viele Arten in die Form

AC E = k B D F

gebracht werden, weil diese Gleichung 13 Constanten enthält

(jeder der linearen Ausdrücke A, B , etc. enthält zwei unab-

hängige Constanten), während die Gleichung einer Curve 3. 0.

schon durch 9 Constanten bestimmt ist. Wählt man nun die
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Geraden A, B, C, D so, dass vier ihrer Durchschnitte die

Puncte (1,1,0,(1 sind, nämlich

(AB) = a, (AD) = b, (CB) = c, (Cb) = d*),

und setzt ausserdem

[E F) = m

,

so o-eht die durch die vorige Gleichung dargestellte Curve durch

diese Puncte hindurch. Nun wird aber ein durch a b c d gehen-

der Kegelschnittbüschel durch

AG = XB D

dargestellt , wenn X einen veränderlichen Parameter bedeutet.

Die Puncte, welche irgend einer dieser Kegelschnitte mit der

Curve ausser a b c d noch gemeinsam hat, müssen daher der

Gleichung

E-±F
genügen und liegen daher stets auf einer durch (E F) = m
gehenden Geraden. (Salmon. pag. 133.)

Beweis 3. (Fig. 20.) Man ziehe die Geraden ab, cd,

und schneide damit die Curve in a und ß. Sei ferner m der

Punct, in welchem die Ge-

rade aß die Curve schneidet.

Legt man nun durch abcd

einenbeliebigenKegelschnitt,

bezeichnet mit n einen der

weiteren Durchschnitte des-

selben mit der Curve, und

schneidet endlich die Curve

mit der Geraden nm in p,

so hat man drei in gerader

Linie liegende Curvenpuncte

a, ß, m , von welchen resp.

die Secanten uab, ßcd, mnp ausgehen. Nach [225] hegen

daher ab cd np auf einem Kegelschnitte. Demnach ist p,

*) Dies ist immer möglich, denn nachdem hierdurch vier Puncte und

gleichzeitig acht Constanten bestimmt sind, kann man die übrigen fünf

Constanten so bestimmen, dass die Curve noch durch -weitere fünf Puncte

geht.
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welcher der Annahme nach mit nm in einer Geraden liegt,

der sechste Durchschnitt der Curve mit dem durch ab c dn

gelegten Kegelschnitte, und die Gerade np geht durch m. Da

aber ab, cd und also auch a, ß fest bleiben, so ändert auch

m sich nicht, wenn man den durch ab c d gehenden Kegel-

schnitt variirt.

240. Aufgabe. Zu vier gegebenen Puncten abcd einer

gegebenen Curve 3. 0. den gegenüberliegenden Punct m zu

construiren. (Fig. 20.)

Auflösung. Man schneide die Curve mit den Geraden

ab, cd in a, ß, und mit der Geraden ccß in m, so ist m der

verlangte Punct. — Denn die Geraden ab, cd bilden einen

Kegelschnitt des Büschels [abcd] [239, oder unmittelbar aus

Beweis 3.]

241. Fallen von den vier Puncten abcd je zwei zu-

pig . 20. sammen, z. B. ac in a, und

bd in b, so ist der gegen-

überliegende Punct m der

Tangentialpunct desjenigen

Punctes a, in welchem die

Gerade ab die Curve trifft.

(Fig. 20.) — Denn dann

fällt die Gerade cd auf ab,

also auch ß auf a, und die

Secante aß wird zur Tan-

gente in a.

242. Wenn ein Kegel-

schnitt eine Curve 3. 0. in einem Puncte a vierpunctig be-

rührt, so ist der diesen vier zusammenfallenden Puncten gegen-

überliegende Punct m der zweite Tangentialpunct [214] von a.

Oder: Jeder Kegelschnitt, der eine Curve 3. 0. in einem

Puncte a vierpunctig berührt, schneidet die Curve in zwei

Puncten n
, p , deren Verbindungslinie durch den zweiten Tan-

gentialpunct von a geht. (Salmon. On curves of the third Order.

Phil. Trans, vol. 148. pag. 537.) — Denn lässt man in [241] die

vier Puncte a b c d in einen a zusammenfallen (Fig. 20) , so

fallen die Geraden a b und c d beide in die Tangente in a.

Demnach fallen auch die Puncte a, ß zusammen und zwar in
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den Tangentialpunct von a. Dadurch wird dann die Gerade

a ß m die Tangente der Curve in a, und folglich m der Tan-

gentialpunct von a oder der zweite Tangentialpunct von a.

[Cremona. art. 67 c.)

243. Hat ein Kegel- be-

schnitt mit einer Curve 3. 0.

in einem Puncte a eine fünf-

punctige' Berührung, so liegt

der sechste Durchschnitts-

punct beider auf der Geraden,

welche a mit dem zweiten

Tangentialpuncte von a ver-

bindet.-Aus [242], (Fig.20), a
denn wenn auch noch n mit e

a zusammenfällt, so geht die

Gerade npm in apm über.

(Poncelet 1. c. [225] pag. 135. Cremona art. 67. c.)

244. Nimmt man auf einer Gurve 3. 0. drei Puncte abc

und einen vierten m beliebig aber fest an, und zieht durch

m einen variablen Strahl, welcher die Curve in n p schneidet,

so trifft der durch die festen Puncte abc und durch n, p ge-

legte variable Kegelschnitt die Curve in einem festen Puncte d.

Oder: Man kann den Punct m stets als Mittelpunct eines

Strahlbüschels ansehen, der mit einem Kegelschnittbüschel,

von welchem abc drei Basispuncte sind, die gegebene Curve

erzeugt; der vierte Basispunct ist dann der Punct d.

Beweis 1. Wenn es möglich sein soll, die Curve durch

einen Strahlbüschel [rn\ und einen Kegelschnittbüschel, von

welchem abc drei Basispuncte sind, zu erzeugen, so muss

der auf die angegebene Art bestimmte Punct d der vierte

Basispunct des Kegelschnittbüschels sein. Verfährt man nun
ebenso wie in [239. Bew. 1], so wird durch die Annahme
zweier weiterer Curvenpuncte n, n" gleichzeitig die Projecti-

vität der beiden Büschel und die Curve 3. 0. eindeutig be-

stimmt, sodass durch den Strahlbüschel [?n] und den Kegel-

schnittbüschel [a b c d] gerade die gegebene Curve 3. 0. er-

zeugt wird. Demnach ist d wirklich der vierte Basispunct,

und daher ein fester Punct der Curve.
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Beweis 2. Stellt man die Curve, wie in [239] durch

die Gleichung

ACE = kBDF
dar

;
indem man die gegebenen Puncte als die Durchschnitte

(AB) = a, (AD) = b, \CB) = c, (EF) = m

annimmt, so hat jede durch m gehende Gerade die Gleichung

E = IF.

Die Durchschnitte derselben mit der Curve müssen dann der

Gleichung

AC=~ BD

Fig. 20.

genügen und daher auf einem Kegelschnitte liegen, der nicht

bloss durch die Puncte (AB) = a, {AD)==b, (CB) = c,

sondern auch durch den festen Punct

(CD) = d

hindurch geht.

Beweis 3. (Fig. 20.) Schneidet man die Curve mit ab

in a, mit am in ß, mit ßc in d und legt durch m einen be-

liebigen Strahl, der die Curve

in n,p trifft, so hat man.

drei in gerader Linie lie-

gende Curvenpuncte m, cc, ß,

von welchen die Secanten

mnp, ccab, ßcd ausgehen,

daher [225] liegen np ab

cd auf einem Kegelschnitt.

Demnach ist d der Punct,

in welchem der durch abcnp

gehende Kegelschnitt die

Curve zum sechsten Male

trifft. Aber mit abc und m bleiben auch a, ß, d ungeändert;

daher bleibt d ein fester Punct, wenn man den Strahl mnp

variirt.

Zusatz.. Der vier Curvenpuncten ab cd gegenüberlie-

gende Punct m hat demnach die Eigenschaft, dass jeder durch

ab c d gehende Kegelschnitt die Curve in zwei Puncten n p

trifft, welche mit m in einer Geraden liegen [239], und dass
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jede durch m gehende Gerade die Curve in zwei Puncten n, p
trifft, die mit ab c d in einem Kegelschnitte liegen.

245. Sind ab a drei Puncte einer Curve 3. 0. in gerader

Linie, und zieht man durch den Tangentialpunct m eines der-

selben, z. B. a, eine Gerade m n p, so schneidet diese die Curve

in zwei Puncten n, p, welche auf einem Kegelschnitte liegen,

der die Curve in den beiden anderen Puncten a und b be-

rührt.

Beweis 1. (Fig. 20.) Dieser Satz entsteht aus dem
vorigen, wenn man c mit a, und ß mit a zusammenfallen

lässt, wodurch m der Tangentialpunct von a wird. Dann
fällt auch d mit b zusammen, und der durch abcdnp
gehende Kegelschnitt verwandelt sich in einen, welcher

durch n, p geht und die Curve in a und b berührt.

[Cremona. art. 150.) -

Beweis 2. Bedeuten A, B
7
C, D, F lineare Ausdrücke,

und k eine Constante, so kann die Gleichung einer Curve

3. 0. auf unendlich viele Arten in die Form

ABC = kD2F

gebracht werden, weil diese Gleichimg 11 Constanten enthält.

Dann trifft jede der Geraden A, B , C die Curve da, Wo diese

von zwei mit D zusammenfallenden Geraden getroffen wird,

und ausserdem da, wo die Gerade F die Curve schneidet. Also

sind A, B , C drei Tangenten der Curve, deren Berührungs-

puncte {AD) = a, {BD) = b, {CD) = a auf der Geraden D
liegen. Die Tangentialpuncte {AF), {BF), {C F) dieser Be-

rührungspuncte aber liegen auf der Geraden F
}
welche daher

die Begleiterin der Geraden D ist [230]. Sei m = {CF) der

Tangentialpunct von a. Legt man durch diesen eine beliebige

Gerade C = XF, so erhält man für die Durchschnitte der-

selben mit der Curve die Gleichung

AB = -j D2
.

Diese liegen daher auf einem Kegelschnitte, welcher die Ge-

raden A und B in den Puncten {AD) = a und {B D) —b be-

rührt. (Vgl. [131]). (Salmon. pag. 160.)

246. Lässt man im Vorigen die Puncte n und p zusam-

menfallen, also im Allgemeinen die Secante mnp in eine

DuB&aE, Cuiven dritter Ordnung. 10
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Tangente übergehen, so wird man auf einen mit [226] zu-

sammenhängenden Satz geführt, nämlich: Sind ab a drei

Curvenpuncte in gerader Linie, und zieht man aus dem Tan-

gentialpuncte m eines derselben, z. B. a, eine von m cc ver-

schiedene Tangente m n an die Curve, so wird diese in den

drei Puncten a
:
b und n von einem Kegelschnitte berührt.

(Vgl. [383, 542.])

Bemerkung. Das Zusammenfallen der Puncte n, p kann

auch dadurch entstehen, dass ein Doppelpunct existirt, und

die Gerade m n durch ihn hindurch geht. Dann liegt derselbe

auch auf dem die Curve in a und b berührenden Kegel-

schnitte.

247. Sind ab cd vier beliebige Curvenpuncte, m ihr

gegenüberliegender Punct, und d b' c d' m die Tangential-

puncte der vorhergehenden, so ist m der gegenüberliegende

zu d b' c d'.

Beweis, Schneiden die Geraden a b und c d die Curve

in a und ß, so liegen cc ß m in gerader Linie [240]. Sind

aber d und ß' die Tangentialpuncte von a und ß, so liegen

auch d b' d und c d' ß' in je einer Geraden [230] d. h. a

und ß' sind die Schnitte der Geraden d b' und c d' mit der

Curve. Der gegenüberliegende zu d b' c d' muss nun nach

[240] mit d, ß' in einer Geraden liegen; aber da cc ß m eine

Gerade bilden, so liegen auch d ß' m' in einer Geraden, und

daher ist m dieser gegenüberliegende Punct. (Mittheilung

von Herrn Prof. Küpper.)

248. Schneidet ein Kegelschnitt eine Curve 3. 0. in

^n sechs Puncten ab c d e /, so liegen die Tangentialpuncte

d V c' d' e f der letzteren auf einem neuen Kegelschnitte.

(Cremona. art. 45. b.)

Beweis. Sind m und m' die gegenüberliegenden Puncte

zu resp. ab c d und d b' c d'
}

so ist nach [247] m gleich-

zeitig der Tangentialpunct von m. Da nun m e f in gerader

Linie liegen [239] , so liegen auch m' e' f in einer Geraden

[230], und folglich geht der durch d V c d' e' gelegte Kegel-

schnitt auch durch /'. [244. Zus.].
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§• 2.

249. A ufg a b e. Eine Curve 3. 0. nach folgenden Daten zu

construiren. Gegeben seien drei Puncte der Curve in gerader

Linie a d a", die Tangenten A Ä A" in diesen, die Tangen-

tialpuncte cc, d von a, d und irgend ein neunter Punkt k.

Auflösung. Der Tangentialpunct a" von a" ist als

Durchschnitt von ad mit A" ebenfalls bekannt [230]. Zieht

man a k und sucht nach [89] den Schnittpunct ß dieser

Geraden mit einem Kegelschnitte, der durch k geht und Ä, A"

in «', d' berührt, so ist ß nach [245] ein Punct der Curve.

Ebenso findet man einen zweiten Curvenpunct ß' als Durch-

schnitt der Geraden dk mit einem Kegelschnitte, welcher

durch k geht und A, A" in a, d' berührt; und einen dritten

Curvenpunct ß" als Durchschnitt von d' k mit einem Kegel-

schnitte, der durch k geht und A, Ä iu a, d berührt. Indem

man jeden dieser Puncte ß, ß', ß" an Stelle von /; treten

lässt, kann man das Verfahren wiederholen und sich so viele

Curvenpuncte verschaffen, als man will. {Saimon. pag. 160.)

Fig. 21.

250. Aufgabe. Eine Curve 3. 0., welche drei reelle

Asymptoten hat, nach folgenden Daten zu construiren. Ge-

geben sind die drei Asymptoten A
}
Ä, A", die in gerader

Linie [231] liegenden Durchschnitte cc, d, d' derselben mit

der Curve, und ausserdem ein Curvenpunct k. (Fig. 21.)

10*
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Auflösung. Man ziehe durch k und den einen der

drei Asymptotendurchschnitte, z. B. a, eine Gerade und schneide

damit die beiden anderen Asymptoten Ä, A" in r'
}
r". Macht

man dann auf dieser Geraden kr' = r" ß, so ist ß ein neuer

Curvenpunct. Ebenso findet man einen zweiten Curvenpunct

ß', wenn man die Asymptoten A, A" mit a k in q,
q" schnei-

det und kq = q" ß' macht, und endlich einen dritten ß'', in-

dem man A, Ä mit a" k in p, p schneidet und kp=p'ß"
macht. Lässt man dann jeden der drei gefundenen Puncte

ß ß' ß" an Stelle von k treten, so kann man sich so viele

Curvenpuncte verschaffen, als man will. {Piücker. System der

anal. Geom. pag. 167.)

Beweis. In diesem Falle liegen die Berührungspuncte

der Tangenten A Ä A" auf der unendlich fernen Geraden,

und die Tangentialpuncte der unendlich fernen Berührungs-

puncte sind die Asymptotendurchschnitte a a u". Da nun

nach [245] eine durch k und etwa a gezogene Gerade die

Curve in einem Kegelschnitt schneidet, welcher durch k geht

und die Tangenten Ä A" in deren Berührungspuncten berührt,

so muss hier dieser Kegelschnitt eine Hyperbel sein, welche

Ä A" zu ihreD Asymptoten hat. Schneidet aber eine Gerade
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eine Hyperbel in k, ß und deren Asymptoten in r', r", so ist

l;r = r" ß.

251. (Fig. 22.) Seien a, d, a" drei in einer Geraden D
liegende Curvenpuncte. Man lege in einem derselben, etwa

in a, eine Tangente A an die Curve und durch die beiden

anderen a' , a" einen Kegelschnitt A', welcher die Curve in ä
und a" berührt, sodass die Durchschnitte cc

}
k, k' von A und

K mit der Curve ebenfalls in einer Geraden F liegen [241].

Zieht man nun durch einen der beiden Durchschnitte des

Kegelschnittes K mit der Curve, etwa durch k, eine beliebige

Gerade E
7
und schneidet mit dieser den Kegelschnitt K in /;,

die Tangente A in. q, die Gerade B in d, endlich die Curve

in m und m, so ist der in Beziehung auf p, q zu d zugeord-

nete harmonische Punct h auch in Beziehung auf m und m
zu d harmouisch zugeordnet.

Fig. 22.

Beweis. Bezeichnet man mit A = 0, D — Q, F = 0,

K = die Gleichungen der mit denselben Buchstaben be-

zeichneten Linien, so hat im vorliegenden Falle die Gleichung

der Curve die Form

AK — D2F=0,

da D durch die Berührungspuncte von A und K mit der

Curve, und F durch die übrigen Durchschnitte geht. Diese

Form kann die Curvengieichung immer annehmen, da man
über 11 Constanten verfügen kann. Nun nehme man die

Geraden E, F, D der Reihe nach zu den Seiten x
t
= 0, #

2
=

x
3
= des Fundamentaldreiecks und setze
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K= ax 2 -}- bx
2
2 -j- c-^iCg -f- dx3

x
{ -f- e^a;,,

indem das Glied x3
2 in dem Polynom K fehlen muss, weil

dieser Kegelschnitt durch die Fundamentalecke x
1
==0, xo ==0

hindurch geht. Die Gleichung der Curve heisst nun

Setzt man darin x
x
= 0, so erhält man die Gleichung

X
2
\\a2X2 l

a
Z
X
s) \PX2 "T cx3/ ^3 :j — V,

welche die von der Ecke / (x
2
= 0, x

3
= 0) nach den Punc-

ten k,m,m gehenden Geraden F, M, M' darstellt. Ebenso

erhält man die Gleichungen der von / nach k, p, q gehen-

den Geraden F
}
P

, Q , wenn man x
1
= setzt in der Glei-

chung A . K =0, also

x
2
{a

2
x2

-\- a
3
x

3) (bx
2 + cx

B)

Fig. 22.

0.

Da nun x2
— die Gerade F darstellt, so ist

M.M = (a
2
x2 -f- «3^3) (bx

2
-{- cx

3)
— x

3
2

P. Q= {a
2 x2 -f- ä3 x3)

(bx
2 -f- cx3)

und daher

M. M' = P.

Bezeichnet man nun noch mit y den Strahl 1h, wo h har-

monisch zugeordnet ist zu d in Bezug auf p in q, so kann

man setzen [59]
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P= y + ^ Q' = u — *#3-

Daraus folgt

P.n = tj* — Px
3
2 und daher 7J/./I/' = iß — (A 2 + 1) a;

3
2

;

mithin ist

!/=«/+ YJF+ 1 . ..:., JT — y - j/F+T. a?3

d. h. A und </ sind auch harmonisch zugeordnet in Beziehung

auf m und m'.

252. (Fig. 22.) Ist A eine Asymptote einer Curve 3. 0. und

zwar die reelle, wenn nur eine solche vorhanden ist
;
K ein Kegel-

schnitt, der die beiden anderen Asymptoten der Curve zu sei-

nen eigenen Asymptoten hat, schneiden ferner A und K die

Curve in a, k, k', und zieht man durch einen der Puncte k

oder k\ z. B. durch k, eine beliebige Gerade, welche K und

A in p und q, die Curve aber in m und m schneide, so ist

die Mitte von pq zugleich die Mitte von mm, oder es ist

mp = qm . — Denn lässt man in [251] die Gerade D, welche

durch die Berührungspuncte von A und K mit der Curve

geht, ins Unendliche rücken, so rückt auch d ins Unend-

liche, und daher fällt h gleichzeitig in die Mitte von pq und

von mm'.

253. Aufgabe. (Fig. 23.)

nur eine reelle Asymptote hat,

Eine Curve 3.

Fig. 23.

0. , welche

nach folgenden Daten zu con-

struiren. Gegeben sei: die reelle

Asymptote A, nebst ihrem

Durchschnitt a mit der Curve

;

eine Ellipse K, deren imagi-

näre Asymptoten die der Curve

seien, sowie ihre Durchschnitte

k,k' mit der Curve (nach [241] i&k

müssen, a k k' in gerader Linie

liegend angenommen werden )

;

sodann noch irgend ein Curven-

punct m.

Auflösung. Man ziehe durch m und k, k' , a drei Gerade:

schneide K, A mit km in p , q und mache gm = mp; mit
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Fig. 23.

k'm in p , q und mache qm" = mp r

; schneide endlich K mit

am in p", q" und mache q'm" = mp", so sind m' m" m!" drei

neue Curvenpuncte. Lässt man diese nach und nach an Stelle

von m treten und wiederholt die Construction, so kann man
sich so viele Puncte verschaffen als man will. {Plücker. System

d. anal. Geom. pag. 172

)

Beweis. Für die aus k und k' gezogenen Geraden km
und k'm folgt die Construction der auf ihnen liegenden Cur-

venpuncte m' und m" unmittel-

bar aus [252]. Der auf der

Geraden a?n liegende Curven-

punct m" aber muss nach [245]

auf einem Kegelschnitte liegen,

der . durch m geht, und die

imaginären Asymptoten der

Curve zu seinen eigenen Asym-
ptoten hat. Dieser Kegelschnitt

ist also eine mit K concen-

trische, ähnliche und ähnlich

liegende Ellipse (S. u. a. Salmon.

Anal. Geometrie der Kegelschnitte,

276.) Alsdann aber muss

IT» y
deutsch von Fiedler. 2. Aufl. art.

q'm" = mp' sein.

254. Aufgabe (Fig. 24.) Eine Curve 3. 0. nach fol-

m 24 genden Daten zu construiren:

Gegeben sei eine reelle Asym-

ptote A nebst ihrem Durch-

schnitte a mit der Curve-, zwei

Curvenpuncte a, b, deren Ver-

bindungslinie zu A parallel sei,

und dann ein Kegelschnitt K,

der die beiden anderen Asym-

ptoten Ä, A" der Curve zu sei-

nen eigenen Asymptoten habe.

(Sind die letzteren reell, so

kann man sie selbst statt des

Kegelschnitts K als gegeben

betrachten, sind sie aber imaginär, so nimmt man •eine be-

liebige Ellipse K als gegeben an, deren Mittelpunct c dann
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den Durchschnitt der beiden Asymptoten bildet. Uebrigens

braucht von dieser Ellipse nur der Mittelpunct c, die

Richtung der Axen und das Axenverhältniss bekannt zu

sein.)

Auflösung. Man lege durch et, b irgend einen Kegel-

schnitt K\ der zu K ähnlich und ähnlich liegend ist, ver-

binde dessen Mittelpunct c' mit c, und ziehe aus a eine Ge-

rade, deren Richtung zu dem Durchmesser cc conjugirt ist;

dann schneidet diese Gerade den Kegelschnitt K' in zwei

Curvenpuncten n, p. Indem man den durch a, b gelegten zu

K ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitt K' variirt,

kann man sich so viele Curvenpuncte verschaffen, als man
will.

Beweis. Bezeichnet man mit i, i', i" die unendlich fer-

nen Puncte der Asymptoten A, Ä, Ä', so ist a der gegen-

überliegende Punct zu i' , i", wenn man in jedem der letz-

teren zwei Puncte vereinigt denkt [241]. Daher liegen die

Puncte n, p, in welchen eine durch a gehende Gerade die

Curve schneidet, in einem Kegelschnitte K", der die Asympto-

ten Ä, Ä' in i , i" berührt [245] , d. h. d'er mit K concentrisch,

ähnlich und ähnlich liegend ist und daher c zum Mittel-

punete hat. {Saimon. 1. c. [253]). Ausserdem aber ist a auch

der gegenüberliegende Punct zu i' , i" , a, b) denn sucht

man diesen nach [240] auf, so hat man die Durchschnitte

der Curve mit i' i" und mit a b zu. bestimmen, diese aber

fallen beide in den Punct i, mithin ist der gesuchte gegen-

überliegende Punct der Tangentialpunct von i, d. h. ct. Dem-
nach liegen die Puncte n, p auch auf einem Kegelschnitte K'

7

der durch i'
}
i'\ a, b geht, d. h. der durch a, b geht und zu

K ähnlich und ähnlich liegend ist. Also ist np die Durch-

schnittssehne zweier ähnlicher und ähnlich liegender Kegel-

schnitte. Diese aber ist der Richtung nach conjugirt zu den

die Mittelpuncte c und c verbindenden Durchmessern der

beiden Kegelschnitte. *)

*) Die Ausführung dieser Construction ist freilich noch immer sehr

mühsam, sie gestaltet sich aber ausserordentlich einfach, wenn die bei-

den Asymptoten Ä , A" imaginär, und ihre unendlich fernen Puncte i', i"

die imaginären Kreispuncte sind. Denn dann verwandeln sich die ahn-
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255. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch neun

Punete abcdefghi gegeben ist, zu vier derselben, ab cd,

den gegenüberliegenden Punct m zu construiren.

Auflösung. Man betrachte ab cd als Basispuncte

eines Kegelschnittbüschels und construire nach [90] die Tan-

genten, welche die fünf resp. durch e, f, g }
h, i gehenden

Kegelschnitte des Büschels in einem der Basispuncte z. B.

in a berühren. Der so entstehende Tangentenbüschel sei

mit a (e f g' h' i') bezeichnet. Construirt man dann nach

[130] den Punct m so, dass die Strahlen des Büschels

m (e f' g h i) den eben erwähnten Tangenten der Reihe nach

projectivisch entsprechen, so ist m der verlangte gegenüber-

liegende Punct zu ab cd. — Denn alsdann ist nach [113] der

Strahlbüschel [m] projectivisch mit dem Kegelschnittbüschel

[ab cd], und beide zusammen erzeugen daher die gegebene

Curve 3. 0. {Chasles. Construction de la courbe du 3. 0. Comptes

rendus. Tome 36. pag. 951. — Cremona art. 66.)

256. Aufgabe. Wenn eine Curve 3.0. durch neun Punete

gegeben ist, und man nimmt einen davon als Mittelpunct eines

Strahlbüschels und drei andere unter ihnen als Basispuncte

eines Kegelschnittbüschels, so soll man den vierten Basis-

punet des letzteren finden, so dass dieser mit dem Strahl-

büschel zusammen die gegebene Curve erzeugt.

Auflösung. Seien pqr 12345 m die gegebenen neun

Punete, und zwar bezeichne man mit m denjenigen, den man
zum Mittelpunct des Strahlbüschels, und mit pqr diejenigen,

die man zu Basispuncten des Kegelschnittbüschels wählt.

liehen und ähnlich liegenden Ellipsen in Kreise, und die Gerade anp
wird senkrecht auf cc. (Vgl. Schlömilch's Zeitschr. f. Math. Bd. 14.

pag. 368.) In diesem Falle hat diese Construction den Vorzug vor der

in [253] mitgetheilten, dass die Curvenpuncte unabhängig von einander

gefunden werden. Man erhält allerdings auf diese Art nur solche Cur-

ven 3. 0., welche durch die imaginären Kreispuncte gehen, allein diese

können sehr gut die Stelle allgemeiner Curven 3. 0. vertreten. In der

That sind die meisten Abbildungen, welche Plücker in dem ,,System

der anal. Geom." gegeben hat, solche Curven 3. 0. (vgl. System d.

anal. Geom. pag. 170. Note.)
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Man ziehe nun die Strahlen m (1, 2, 3, 4, 5) und construire

nach [209] den Punct x so, dass

[pqrx] (1,2,3,4,5) /\ m (1, 2, 3, 1. 5)

wird: dann ist x der gesuchte vierte Basispunct. Denn als-

dann sind der Kegelschnittbüschel und der Strahlbüschel

projectivisch und erzeugen daher die Curve 3. 0., "welche

durch die neun gegebenen Puncte geht.

257. Aufgabe. Eine Curve 3. 0. zu construiren, wenn

9 Puncte derselben gegeben sind.

Auflösung 1. Seien abcdcfyhi die gegebenen

Puncte. Man coustruirt zuerst nach [255] den zu irgend

vier derselben, a b c d
,
gegenüberliegenden Punct m. Dann

ist zugleich der dem Kegelschnittbüschel [« b c d] projec-

tivische Strahlbüsche] [m~] bestimmt. Man erhält daher be-

liebig viele Curvenpuncte, wenn man die Durchschnitte be-

liebiger Strahlen mit den ihnen entsprechenden Kegelschnitten

aufsucht. Ist z. B. mx irgend ein Strahl des Büschels [ni],

und hat man etwa den Tangentenbüschel in a zur Construc-

tion von m benutzt, so construirt man nach [91] den zu

mx in dem Büschel [«] entsprechenden Strahl ax und be-

stimmt nach [92] die Durchschnitte der Geraden mx mit

dem Kegelschnitte, welcher durch, ab c d geht und ax' in a

berührt, (Chasles. 1. c. [255] pag. 951. Cremona art. 66.)

Auflösung 2. Die gegebenen Pun cte seien p q r 1 2 3 4

5

in

.

Man ziehe von einem derselben, m, Strahlen nach fünf an-

deren, 1, 2, 3, 4, 5, wähle die drei übrigen pq r als Basis-

puncte eines mit dem Strahlbüschel m (1, 2. 3, 4, 5) projec-

tivischen Kegelschnittbüschels und construire nach [2ü9] den

vierten Basispunct x des letzteren so, dass die Kegelschnitte

[pqrx] (1, 2, 3, 4, 5) den Strahlen m (1, 2, 3; 4, 5) der Reihe

nach projectivisch entsprechen; dann erhält man beliebig

viele Curvenpuncte, wenn man die Durchschnitte jedes Strahls

mit dem ihm entsprechenden Kegelschnitte aufsucht. Man
wird daher an den Kegelschnitten [pqrx] (1, 2. 3, 4, 5) die

Tangenten in einem der Basispuncte, z. B. in p, construiren

(drei genügen schon um die Projectivität festzusetzen). Ist

nun m: irgend ein Strahl des Büschels [?n], so construirt
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man den diesem entsprechenden p z in dem Tangentenbüschel

[p] und sucht nach [92] die Durchschnitte von mz mit dem-

jenigen Kegelschnitte auf, welcher durch pqrx geht und pz
in p berührt.

258. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch neun

Puncte gegeben ist, in einem derselben, a
}
die Tangente an

die Curve zu construiren.

Auflösung 1. Man wähle unter den gegebenen Punc-

ten ausser a noch drei Puncte b, c, d aus und construire zu

diesen nach [255] den gegenüberliegenden Punct m. Dadurch

erhält man zugleich den Tangentenbüschel [a] und den ihm
projectivischen Strahlenbüsehel \?n\. Bestimmt man nun in

[a\ nach [91] denjenigen Strahl at, welcher dem Strahle ma
in \m] entspricht, so ist at die verlangte Tangente. — Denn
a t ist alsdann die Tangente desjenigen Kegelschnitts, welcher

die Curve in a berührt [238]. (Chasies. 1. c. [255] pag. 951.)

Auflösung 2. Man wähle unter den gegebenen neun

Puncten drei von a verschiedene p, q,r aus, und construire

nach [256] den Punct x so, dass der Kegelschnittbüschel

[pqrx] mit dem Strahlbüschel \a] die gegebene Curve er-

zeugt. Bestimmt man nun in dem Letzteren den Strahl at

so, dass er dem Kegelschnitt pqrxa projectivisch entspricht,

was mit Hülfe der Tangenten geschieht, die die Kegelschnitte

des Büschels in einem Basispunct berühren, so ist at nach

[237] die verlangte Tangente.

259. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch neun

Puncte gegeben ist, so sollen die Durchschnitte derselben mit

einer gegebenen Geraden G bestimmt werden.

Auflösung. Man bestimmt mit Hülfe der gegebenen

neun Puncte entweder nach [255] oder nach [256] einen Kegel-

schnittbüschel [a b c d] und den ihm projectivischen Strahl-

büschel [m], welche durch die Durchschnitte ihrer entspre-

chenden Elemente die gegebene Curve erzeugen. Alsdann

bilden auf der Geraden G die Durchschnittspaare (i, ft' der

Kegelschnitte des Büschels [a b c d] eine Involution [115], und

die Durchschnitte v der Strahlen des Büschels [m] eine dieser

Involution projectivische Punctreihe. Es kommt nun darauf

an, diejenigen Puncte der Geraden G zu finden, in denen einer
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der Puncte p mit dem ihm entsprechenden Punct v zusammen-

fällt, denn durch einen solchen Punct geht gleichzeitig ein

Kegelschnitt des Büschels [ab cd'] und der ihm entsprechende

Strahl des Büschels [m] , und daher gehört ein solcher Punct

auch der Curve 3. 0. an. Zieht man von m Strahlen nach

den Puncten [i, [i
f

, so erhält man in m eine Strahleninvolu-

tion, deren Paare m{^i, (i) den Strahlen mv projeetivisch ent-

sprechen, und man hat nun die Geraden zu finden, in denen

einer der Strahlen m {i mit dem ihm entsprechenden Strahle

mv zusammenfällt. Zu diesem Ende lege man durch m einen

beliebigen Kegelschnitt S (am einfachsten einen Kreis) und

schneide mit demselben die Strahlenpaare m(fi, fc') in den

Punctepaaren a, a ', dann schneiden sich die Verbindungslinien

au je zweier Puncte desselben Paares nach [126] in einem

Puncte p und bilden einen Strahlbüschel, dessen Strahlen

paa den Paaren ?n((i,(i) der Involution nach [127] projeetivisch

entsprechen. Da nun aber die letztere mit dem Strahlbüschel

\m\ projeetivisch war, so sind auch die beiden Strahlbüschel

[p] und [tri] projeetivisch und päd
y
mv entsprechende Strahlen,

Diese beiden Strahlbüschel erzeugen nach [85] durch die

Durchschnitte ihrer entsprechenden Strahlen einen Kegelschnitt

K, welcher durch m und p geht , und da m schon dem Kegel-

schnitt S angehört, diesen letzteren noch in drei Puncten

«
1

cc
2

cc
3

trifft. Betrachtet man einen dieser Puncte z. B. ccv
so entsprechen einander, da a

x
auf K liegt, die Strahlen pa

t

und ma
t

(als eine specielle Lage von mv)\ aber da a
i
auch

auf S liegt, so entspricht der Strahl p a
1
cc{ (wo a

t

' den

zweiten Durchschnitt von p a
1

mit S bedeuten möge) auch

dem Involutionspaare m(al} a/) [127], d. h. ma
t

tritt auch als

eine specielle Lage von my, auf, mithin fällt auf ?/m, sowohl ein

Strahl m ^ , als auch der ihm entsprechende m v. Da nun das

nämliche auch von a
2
und a

3
gilt, so hat man nur die Strah-

len m{a
i , a.

2 , a3 )
zu ziehen, und mit diesen die Gerade G in

Pi f*2 f*3 zu schneiden, so sind dies die gesuchten Durch-

schnitte von G mit der Curve 3. 0. (Chasles. Note sur les courbes

de 3»ie ordre etc. Comptes rendus. Tome 41. pag. 1194.)
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§• 4.

260. Sind abcdefghi die neun Durchschnittspuncte

zweier Curven 3. 0.
?
so geht der Kegelschnitt, welcher durch

fünf derselben, z. B. e f g li i bestimmt ist, durch die Puncte

m und m , welche den vier übrigen ab c d resp. in den

beiden Curven 3. 0. gegenüberliegen. {Plücker. Alg. Curven.

pag. 56.)

Beweis. Die eine Curve 3. 0. ist der geometrische Ort

der Durchschnitte des Kegelschnittbüschels \_a b c d] mit dem
Strahlbüschel [m~\, die zweite Curve 3. 0. der geometrische

Ort der Durchschnitte desselben Kegelschnittbüschels mit dem
Strahlbüschel \m']. Da nun die beiden Strahlbüschel demsel-

ben Kegelschnittbüschel projectivisch sind, so sind sie unter

einander projectivisch, und daher [85] erzeugen ihre Durch-

schnitte einen Kegelschnitt K, der durch m, m hindurch geht.

Derselbe Kegelschnitt geht aber auch durch die fünf Puncte

efglii. Denn betrachtet man z. B. den durch e gehenden

Kegelschnitt des Büschels [a b c d\, so entspricht diesem so-

wohl der Strahl m e, als auch der Strahl m' e, weil e auf jeder

der beiden Curven 3. 0. liegt. Daher sind m e und m' e auch

zwei entsprechende Strahlen der Büschel [m] und [m]. Mit-

hin [85] liegt ihr Durchschnitt e auf dem Kegelschnitte K.
(Cremona. Cve. piane art. 67.)

261. Aufgabe. Von" zwei Curven 3. 0. seien vier ge-

meinschaftliche Puncte ab c d und ausserdem von jeder noch

fünf Puncte gegeben; man soll den Kegelschnitt construiren,

welcher durch die übrigen fünf Durchschnitte der beiden Cur-

ven 3. 0. geht.

Auflösung. Man construire nach [255] die Puncte m, m',

welche ab c d in den beiden Curven 3. 0. resp. gegen-

überliegen. Diese Construction liefert zugleich die beiden

nach [260] einander projectivischen Strahlbüschel \rri] und

[rn], deren Durchschnitte den gesuchten Kegelschnitt be-

stimmen.

262. Die Auflösung der vorigen Aufgabe gestaltet sich

einfach in dem Falle, wenn die zwei Mal fünf Puncte, welche

nebst ab c d die beiden Curven 3. 0. bestimmen, und die

mit a ß y d £ und a ß' y' b' s' bezeichnet werden mögen, so
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liegen, dass sich jeder auf einer der sechs durch die Puncte

ab c d gehenden Geraden befindet. — Wenn z. B. (Fig. 25)

liegt

cc, cc auf a b ß, ß' auf c d

y , y auf a c 8 , d' auf b d

s auf ad e auf b c

so erhält man die Puncte m, m' als die Durchschnitte

(cc ß, y d) = m (cc' ß'
, y 8') = m',

Fig. 25.

denn jetzt sind cc ß und y d die Durchschnitte der einen Curve

und cc ß' und y b' die der anderen Curve mit den aus den Ge-

radenpaaren ab, c d und a c, b d bestehenden Kegelschnitten.

Da nun diejenigen von m und m' ausgehenden Strahlen, welche

das nämliche durch ab c d gehende Geradenpaar in Curven-

puncten durchschneiden, diesem Geradenpaar als einem Kegel-

schnitte und daher unter sich projectivisch sind, so findet man
zur Bestimmung des gesuchten Kegelschnitts ausser m und m
noch die Puncte

(« ß, cc' ß') ==p (yd, y 8') = q, (m s, m' s) = r.

263. Sind ab c d cc ß y d acht Durchschnitte zweier Cur-

ven 3. 0. u und y, und in und ja die Puncte, welche in u

den Puncten ab cd und aßyö resp. gegenüberliegen, so

ist der neunte Durchschnittspunct x der beiden Curven v, v,

durch welchen also [219] alle Curven 3. 0. hindurchgehen,
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die durch die gegebenen acht Puncte gelegt werden können,

derjenige Punct, in welchem die Gerade m \x. die Curve

u trifft.

Beweis. Man kann hier die Curve u auf doppelte Weise

erzeugt denken, einmal durch die Büschel [a b c d] und [m],

und dann durch die Büschel [a ß y d] und [fi]. Ist x nun der

neunte Durchschnittspunct der beiden Curven u und v, so

geht nach [260] der Kegelschnitt a ß y Ö x durch m, weil m
den Puncten a b c d in u gegenüberliegt, und a ß y d x die

fünf übrigen Durchschnitte der beiden Curven u und v sind.

Dieser Kegelschnitt ist daher zugleich der durch m gehende des

Büschels [a ß y d] , mithin liegen nach [244. Zus.] seine beiden

Durchschnitte m, x mit der Curve u in gerader Linie mit fi.

(Cremona. Cve. piane art. 67. b. — Bart. Construction by the ruler

alone to determine the ninth point of intersection of two curves of the

third degree. Cambr. and Dubl. math. Journ. vol. 6. 1851. pag. 181.)

264:. Aufgabe. Wenn acht Puncte ab cd a ß y d

gegeben sind, den Punct x zu construiren, in welchem

sich alle durch die gegebenen Puncte gehenden Curven 3. 0.

schneiden.

Auflösung. Man nehme, um eine der Curven 3.0. zu

bestimmen, noch einen neunten Punct k beliebig an, etwa

den Durchschnitt der Geraden et b und a ß. (Sollten die

Punctepaare a b und a ß jedes zufällig auf einem durch

c d y d gehenden Kegelschnitte liegen, so würde nach [222]

k schon der gesuchte Punct x sein). Mit Hülfe dieses Punctes

bestimmt man nach [255] die Puncte m und ft, welche resp.

ab c d und a ß y ö gegenüberliegen. Alsdann hat man den

Kegelschnitt des Büschels [a b c d] aufzusuchen, welcher durch

[i geht, (oder auch den des Büschels [a ß y <5], welcher durch

m geht) und den zweiten Durchschnitt desselben mit der Ge-

raden m ft zu bestimmen. Dieser ist nach [263] der gesuchte

Punct x.

265. Haben zwei Curven 3. 0. in zwei Puncten a und a

eine vierpunetige Berührung, so liegt ihr neunter Durch-

schnittspunct x auf der Geraden, welche die zweiten Tangen-

tialpuncte von 'a und a verbindet. (Dabei ist es gleichgültig,

auf welcher der beiden Curven diese zweiten Tangentialpuncte
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o-enommen werden , der Punct x ist daher der Durchschnitts-

punct der beiden so bestimmten Geraden). — Aus [263]; denn

fallen a b c d in a , und a ß y d in a zusammen, so fallen nach

[242] die gegenüberliegenden Puncte m und {i in die zweiten

Tangentialpuncte von a und a. {Cremona. Cve. piane. art. 67. d.)

266. Alle Curven 3. 0., welche mit einer gegebenen

Curve 3. 0. in einem Puncte a eine achtpunetige Berührung

haben, schneiden die letztere in dem drjtten Tangentialpuncte

von a. — Denn fallen in [265] auch noch a und a zusammen,

so fällt auch y, auf m\ daher wird die Gerade m \l x Tangente

in m
}
und x der Tangentiarpunct von m, d. h. [242] der dritte

Tangentialpunct von Ct. {Sälmon 1. c. [242] pag. 540. Cremona. Cve.

piane. art. 67. d.)

Dritter Abschnitt.

Die gerade und die conische Polare eines Punetes.

§• 1.

267. Jeder Punct der Ebene hat bezüglich einer Curve

3. 0. eine erste Polare, welche ein Kegelschnitt ist, und daher

conische Polare heisst; und eine zweite Polare, welche

eine Gerade ist, und daher gerade Polare heisst [171]. Be-

züglich der Curve u = ist bei veränderlichen yi die Gleichung

der conischen Polare eines Punetes x

^xiuy) = oder zfy
2 (ux) = 0,

und die Gleichung der geraden Polare des Punetes x

d* {uy) = oder Ay (ux) = 0.

Daher ist sowohl die conische als auch die gerade Polare jedes

Punetes eindeutig bestimmt, nur wenn dieser ein Doppelpunct

der Curve 3. 0. ist, ist [176] seine gerade Polare ganz un-

bestimmt, während [181] seine conische Polare aus dem Tan-

gentenpaare in dem Doppelpuncte besteht*).

*) Für einen dreifachen Punct einer Curve 3..0. ist auch die conische

Polare unbestimmt.

Durj&ge, Curven dritter Ordnung. 11
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268. Die conische Polare jedes auf der Hesse'schen Curve

liegenden Punctes, und nur eines solchen, besteht aus einem

Geradenpaare [189] ?
welches das polare Geradenpaar des

Punctes genannt werden soll.

269. Die gerade Polare eines auf der Fundamentalcurve

liegenden Punctes x ist die Tangente in diesem Puncte [176]

;

die conische Polare von x geht durch diesen Punct und be-

rührt in ihm die Fundamentalcurve [177].

270. Aus jedem Puncte der Ebene gehen sechs Tangenten

an eine Curve 3. 0. ohne Doppel- oder Rückkehrpunct, oder

diese ist von der sechsten Classe [186]. Hat die Curve einen

Doppelpunet, so ist sie nur von der vierten, und hat sie einen

Rückkehrpunct, von der dritte Classe [188]. In allen Fällen

sind die Berührungspuncte Durchschnitte der Curve mit der

conischen Polare des Punctes, von welchem aus die Tangenten

gelegt sind [182J. Die conische Polare jedes Punctes geht

ausserdem durch die Doppel- oder Rückkehrpuncte, falls solche

existiren [179], und berührt die Tangente in einem Rückkehr-

puncte [180].

271. Die conische Polare eines Wendepunctes besteht aus

zwei Geraden, von denen die eine die Wendetangente ist. —
Denn der Wendepunct liegt auf der Hesse'schen Curve [155],

und ausserdem berührt die eonische Polare die Curve in dem
Wendepuncte [269].

272. Aus einem Puncte der Curve gehen ausser der

Tangente in diesem Puncte selbst noch vier Tangenten an

die Curve (wenn ein Doppelpunct existirt, zwei, bei einem

Rückkehrpuncte eine [187, 188]). Ist der Punct aber ein

Wendepunct, so gehen nur drei Tangenten an die Curve, weil

die conische Polare dann aus der Wendetangente und einer

Geraden besteht, die letztere aber die Curve nur in drei

Puncten durchschneidet [270, 271]. Als vierte Tangente ist

dann die Wendetangente zu betrachten.

273. Geht die gerade Polare eines Punctes x durch einen

Punct y , so geht die conische Polare von y durch x; und

umgekehrt [173].

274. Die gerade Polare eines Punctes x in Bezug auf eine

Curve 3. 0. ist zugleich die Polare von x in Bezug auf den
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Kegelschnitt, welcher die conische Polare von x bezüglich

der Curve 3. 0. bildet [174].

275. Sind A und B die conischen Polaren zweier Puncte

a und b bezüglich einer Curve 3. 0., so ist die Polare des

Punctes a in Bezug auf den Kegelschnitt B identisch mit der

Polare des Punctes b in Bezug auf den Kegelschnitt A. —
Aus [175] für r = 1 uud s = 1.

Da die Polare eines Punctes in Bezug auf eineik Kegel-

schnitt die Gerade ist, welche die Berührungspuncte der aus

jenem Puncte an den Kegelschnitt gelegten Tangenten ver-

bindet [96], so lässt sich dieser Satz auch so aussprechen:

Zieht man aus a die beiden Tangenten an B, und aus b die

beiden Tangenten an A, so liegen die vier Berührungspuncte

in einer Geraden. Diese Gerade heisst die gemischte ge-

rade Polare der~Puncte a und b. (Cremona. Cve. piane. art.

130. b.)

276. Sei B die conische Polare eines Punctes b, C die

conische Polare eines Punctes c, und a ein dritter Punct.

Wenn nun die Polare von a bezüglich des Kegelschnittes B
durch c geht, so geht die Polare von a bezüglich des Kegel-

schnittes C durch b. {Cremona. Cve. piane. art. 69. d.)

Beweis. Bei veränderlichen yi ist die Gleichung der

conischen Polare B von b nach [267]

By = Ab {Uy) = 0,

und die der conischen Polare C von c

Cy = ZJC (lly) = 0.

Dann ist die Polare von a bezüglich B in veränderlichen z,-

und die Polare von u bezüglich C

Geht nun die erstere durch c, so gilt

Da aber hieraus nach [3] auch

^(^/,(w„)) =
folgt, so geht die Polare von a bezüglich C durch b.

277. Zieht man durch irgend einen Punct x auf einer

11*
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Curve 3. 0. u = Secanten, welche die Curve in z und z"

sehneiden
;
und bestimmt auf jeder den bezüglich z' und z"

zu x zugeordneten harmonischen Punct y , so ist der geome-

trische Ort des Puuctes y, wenn die Secante sich um x dreht,

die conische Polare von x.

Beweis. Sind x, y, z drei in gerader Liuie liegende

Puncte, so besteht zwischen ihren Coordinaten [19] die Re-

lation *

Zi — yi —j— a Xi
,

wo a eine Constante bedeutet. Liegt z auf der Curve, so

erhält man, wenn man diese Ausdrücke in die Gleichung u=Q
substituirt, nach [4]

= uy + ^*K) + 2!
4J(uy) + g? 4J(uy).

Liegt nun x auch auf der Curve, so verschwindet ^x^{uy),

weil nach [5] 4j(iiy) = 1 . 2 . 3 . xix , und ux == ist. Da-

durch verwandelt sich die vorige Gleichung in

= Uy + 24K) + 2; ^J(Uy),

und die Wurzeln a derselben gehören den beiden Puncten z

und z" an, in welchen die Secante x y die Curve ausser in x

noch schneidet. Sollen nun aber z', z" harmonisch zugeordnet

sein in Bezug auf x, y, so müssen nach [25] die beiden Wur-
zeln a gleich und entgegengesetzt sein. Dazu ist erforderlich

und hinreichend, dass

4x (uy) =
ist. Für veränderliche yi aber stellt diese Gleichung die co-

nische Polare des Punctes x dar [267].

278. Hieraus folgt auch sogleich der umgekehrte Satz:

Schneidet eine durch einen Curvenpunct x gelegte Gerade die

Curve in z, z", und die conische Polare von x in y, so sind

xy , z z" zwei Paare harmonisch zugeordneter Puncte.

279. Ist x ein Wendepunct, so ist der geometrische Ort

der Puncte y , welche in Beziehung auf die Puncte z , z", in

denen eine durch x gehende Gerade die Curve schneidet, zu

x harmonisch zugeordnet sind, eine gerade Linie, welche die

harmonische Polare des Wendepunctes heisst. (Maciaurin. 1.

c. [230] pag. 228. Salmon. pag. 140. Cremona. art. 39. c.) — Denn in
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diesem Falle besteht die conische Polare von x aus der Wende-

tangente und einer zweiten Geraden [271].

280. Mithin: Die conische Polare eines Wendepunctes

besteht aus der Wendetangente und der harmonischen Polare

des Wendepunctes; und: Die harmonische Polare eines Wende-

punctes schneidet die Ourve in den Berührungspuncten der

drei aus dem Wendepuncte an die Curve gehenden Tangenten

[272].

281. Ist C die conische Polare eines Punctes c, so schnei-

den sich die geraden Polaren aller auf C liegenden Puncte g
in dem Puncte c\ und umgekehrt: Der geometrische Ort aller

Puncte g, deren gerade Polaren sich in einem Puncte c

schneiden, ist ein Kegelschnitt, nämlich die conische Polare

von c. — Denn geht die conische Polare von c durch ff , so

geht die gerade Polare von ff durch C) und umgekehrt

[273].

282. Zu einer conischen Polare C bezüglich einer Curve

3. 0. gehört nur ein einziger Pol c.

Beweis. Sind ff und g zwei beliebige auf C liegende Puncte,

so gehen ihre geraden Polaren G und G' beide durch c [273].

Diese beiden Geraden sind durch g und g vollkommen be-

stimmt [267]. Wäre nun C gleichzeitig die conische Polare

eines andern Puncts c, so müssten die Geraden G und G' auch

durch c gehen [273] , was im Allgemeinen nicht der Fall ist.

283. Nicht jeder Kegelschnitt ist eine conische Polare

in Bezug auf eine gegebene Curve 3. 0.; sondern damit ein

durch fünf Puncte bestimmter Kegelschnitt eine conische Polare

sei , ist nothwendig und hinreichend , dass die geraden Polaren

dieser fünf Puncte sich in einem Puncte schneiden, welcher

dann der Pol der conischen Polare ist. — Aus [281].

284. Die conischen Polaren aller Puncte, die auf der-

selben Geraden liegen, schneiden sich in den nämlichen vier

Puncten, bilden daher einen Kegelschnittbüschel. — Aus [193].

285. Jede Gerade G ist eine gerade Polare bezüglich

einer gegebenen Curve 3. 0. u = und hat als solche vier

Pole, d. h. es giebt vier Puncte, welche die Gerade G gleich-

zeitig bezüglich u zur geraden Polare haben. Diese vier

Puncte sind die Basispuncte des Kegelschnittbüschels, der
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von den conischen Polaren der auf G liegenden Puncte ge-

bildet wird. — Aus [192].

286. Hat die Curve 3. 0. einen Doppelpunct, so hat jede

Gerade diesen zum Pol und ausserdem noch drei Pole, da

sämmtliche conische Polaren durch den Doppelpunct gehen

[270], und die gerade Polare des Doppelpuncts unbestimmt

ist [267].

Hat die Curve einen Rückkehrpunct, so fallen für jede

Gerade G zwei Pole in den Rückkehrpunct, und die Gerade

hat ausserdem noch zwei Pole. Denn sämmtliche conische

Polaren berühren die Rückkehrtangente in dem Rückkehr-

puncte [270] , und daher haben die conischen Polaren der auf

G liegenden Puncte ausserdem nur zwei Puncte gemeinsam.

Besteht die Curve 3. 0. aus drei Geraden, so hat jede

andere Gerade G ausser den drei Durchschnitten der ersteren

nur einen Pol. Denn sämmtliche conische Polaren gehen

durch die von den Durchschnitten der drei Geraden gebildeten

Doppelpuncte [270], und daher haben die conischen Polaren

der auf G liegenden Puncte ausserdem nur noch einen Punct

gemeinsam.

287. Die conischen Polaren aller Puncte der Ebene be-

züglich derselben Curve 3. 0. bilden ein Kegelschnittnetz.

[199].

288. Alle conischen Polaren in Bezug auf dieselbe Curve

3. 0., welche durch denselben Punct g hindurchgehen, bilden

einen Kegelschnittbüschel [197], und die vier Basispuncte des

letzteren sind die Pole einer und derselben Geraden. — Denn

ist G die gerade Polare von g , so liegen die Pole aller durch

g gehenden conischen Polaren auf G [273] , und daher bilden

[284] diese einen Büschel, dessen Basispuncte die Pole von G
sind [285].

289. Durch zwei beliebig gewählte Puncte g und g geht

im Allgemeinen nur eine einzige conische Polare, nämlich

diejenige, deren Pol der Durchschnitt der geraden Polaren

von g und g' ist. (S. auch [198].) Sind aber g und g zwei

Pole derselben Geraden G , so gehen unendlich viele conische

Polaren durch diese Puncte und bilden einen Kegelschnitt-

büschel, nämlich alle diejenigen, deren Pole auf G liegen.
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§• 2.

290. Die gerade Polare eines Punctes a in Bezug auf

eine aus drei Geraden 77 111 , III I, I II bestehende Curve

3. 0. schneidet diese Geraden in drei Puncten /, m, n, welche

in Bezug auf die Puncte II 111, III 1, 1 II, resp. harmonisch

zugeordnet sind zu den Puncten a, ß , y, in welchen die Ge-

raden I a, II a, III a die gegenüberliegenden Seiten des Drei-

eckes 1 II III treffen. (Fig. 8.)

Beweis. Nimmt man I II III zum Fundamentaldreieck,

so ist die Gleichung der Curve

IC ' Jüi JL/c\ *Aso Xs*

Für veränderliche iji ist dann die Gleichung der geraden Polare

eines Punctes x nach [267]

4W == ^2^3^! + x%®\Vi -fr X] x.
2
ij
3 =

Nennt man also a
t
a
2
a
z

die Coordinaten von a, und bezeich-

net die veränderlichen Coordinaten wieder mit xi, so ist die

Gleichung der geraden Polare von a

a
2
a.
äxl

-\-a
3
a

l
x2

-\- a
l
a
2
x

3
=0 oder — -}- — -{- ^ = 0.

Diese Gerade aber hat nach [80] die behauptete Eigenschaft.

(Salmon. pag. 149.)

Anmerkung. Liegt der Punct a auf einer der drei

Geraden, z. B. auf I II, d. h. ist «
3
= 0, so verwandelt sich

die Gleichung der geraden Polare in xz
= 0\ diese fällt

also dann mit der Geraden zusammen, auf welcher a liegt.

Zusatz. Fallen von den gegebenen Geraden zwei in

eine zusammen, so geht die gerade Polare jedes Puncts durch
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den Durchschnitt der beiden übrig bleibenden Geraden. —
Denn fallen z. B. zwei Gerade mit x

2
= zusammen, und

ist die dritte x
t
= 0, so heisst die Gleichung der Curve

u = x
t
x2

2 = ; daher wird die Gleichung der geraden Po-

lare von x in veränderlichen y,: x
2
2
y l

-\-2x
i
x<>y =sO, also

die eines Punctes a bei veränderlichen X{

diese geht mithin durch den Durchschnitt der Geraden x
i
=0

und x2
= 0.

291. Aufgabe. Die gerade Polare eines gegebenen

Puncts a in Bezug auf eine aus drei Geraden II 111, III I,

I 11 bestehende Curve 3. 0. zu construiren.

Auflösung. (Fig. 8.) Man ziehe die Geraden la, IIa,

lila und schneide mit ihnen die den Ecken I 11 III gegen-

überliegenden Seiten dieses Dreiecks in a, ß,y, man schneide

Fig. 8.

sodann mit den Geraden ßy, ya, aß die jedesmalige dritte

Seite in l, m, n, so liegen diese drei Puncte in einer Gera-

den, welche die verlangte Polare ist. — Aus [290] in Ver-

bindung mit [80],

292. Aufgabe. Zu einer gegebenen Geraden A in

Bezug auf eine aus drei Geraden 11 III, III I, 1 11 bestehende

Curve 3. 0. den zugehörigen Pol [286] zu construiren. (Fig. 8.)

Auflösung. Sind l, m, n die Durchschnitte der Ge-

raden A mit den Seiten II III, III I, I II, so bestimme man
die zu /, m, n in Beziehung auf die Ecken des Dreiecks 1 II III

zugeordneten harmonischen Puncte a, ß,- y und ziehe la, II ß,

Uly, so schneiden sich diese drei Geraden in dem gesuchten

Pole a. (Man braucht natürlich nur einen der drei Puncte
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a, ß, y zu bestimmen, denn hat man z. B. « bestimmt, so ist

ß = (an, III I) und dann a=(In, ///?)). — Aus [290] in

Verbindung mit [80].

293. Zieht man durch einen Punct a zwei Transver-

salen, welche eine Curve 3. 0. u — resp. in den Puncten

b V b" und c c c" schneiden, und zieht ferner die Geraden

bc, b'c', b"c" (wobei diese Puncte in beliebiger Weise combi-

nirt werden können), so ist die gerade Polare des Punctes a

in Bezug auf diese drei Geraden zugleich die gerade Polare

von a bezüglich der Curve u.

Beweis. Aus [172], denn die Geraden bc, b'c, b"c" bil-

den eine Curve 3. 0., welche die Curve u so schneidet, dass

zwei Mal drei Schnittpuncte b b' b" und c c c" in zwei Ge-

raden liegen, die sich in dem Puncte a treffen.

294. Schneidet eine durch einen Punct a gelegte Ge-

rade eine Curve 3. 0. u = in b,b',b", so ist die gerade

Polare von a in Bezug auf die Curve u dieselbe wie in Be-

zug auf die drei Tangenten in den drei Puncten b, V', b" .
—

Aus [293] , wenn die Geraden b b' b" und c c c" zusammen-

fallen. (Salmon. pag. 150.)

295. Aufgabe. Die gerade Polare eines Punctes a in

Bezug auf eine beliebige Curve 3. 0. zu construiren, wenn
a nicht auf der Curve liegt.

Auflösung. Man ziehe durch a zwei beliebige Gerade,

welche die Curve in b b' b" und c c c" schneiden mögen, ziehe

sodann bc, b'c, b"c" (wobei diese Puncte in beliebiger Art

combinirt werden können) und construire nach [291] die ge-

rade Polare von a in Beziehung auf die drei Geraden bc,

b'c', b" c", so ist diese zugleich die gesuchte Polare in Be-

ziehung auf die Curve. — Aus [293]. (Salmon. pag. 149.)

Für den Fall, dass die Curve 3. 0. aus einer Geraden und

einem Kegelschnitte besteht, s. [304].

296. Die conische Polare eines Punctes a in Bezug auf

eine aus drei Geraden II III , III I , I II bestehende Curve

3. 0. ist ein dem Dreieck I II III umschriebener Kegelschnitt,

dessen Tangenten in den Ecken des Dreiecks die gegenüber-

liegenden Seiten in den Puncten l,m,n treffen, in welchen
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diese Seiten von der geraden Polare von a in Bezug auf

das Dreieck I II III geschnitten werden.

Beweis. Dass die conische Polare durch die Ecken

des Dreiecks I II III geht, folgt schon daraus, dass diese

Puncte Doppelpuncte der Curve 3. 0. sind [270]. Nimmt
man nun dieses Dreieck als Fundamentaldreieck an, sodass

u = x
l
x2x3

= die Gleichung der Curve ist, so ist die Glei-

chung der conischen Polare eines Punctes x bei veränder-

lichen y {
nach [267]

4y
2 (ux) = x^ y2 yz + x2 i/

3 y x + x
3 y { y2

= 0,

also die des Punctes a bei veränderlichen Xi

I
l^O"'9 t'i) XqXi "~j Clo JL>4 VCcy - \Jm

Diese Gleichung stellt aber nach [102] einen Kegelschnitt

dar, welcher durch die Ecken des Dreiecks I II III geht, und

dessen Tangenten in den Ecken die gegenüberliegenden Seiten

indreiPuncten schneiden, die auf der Geraden— + — -\—3
- =0

liegen, welche nach [290] die gerade Polare von a ist.

(Salmon. pag. 149.)

Bemerkung. Liegt der Punct a auf einer der drei

Geraden z. B. auf II III, so besteht seine conische Polare

aus dieser Geraden II III und einer zweiten la, welche har-

monisch zugeordnet ist zu la in Beziehung auf / II und / IIf.

— Denn dann ist a
i
= 0, und die Gleichung der conischen

Polare geht über in x± (a
2
x3 -f- (t.

i
x

2)
== 0. Die Gerade la

hat also die Gleichung a
2
x
3 -f- a

3
x

2
= 0, während die Ge-

rade la nach [77] die Gleichung a
2 x% — a.

äx2
= hat. [59].

297. Aufgabe. Die conische Polare eines Punctes a

in Bezug auf ein Dreieck / // 111 zu construiren.

Auflösung. Man construire nach [291] die gerade

Polare des Punctes a in Bezug auf das Dreieck / II III und

bezeichne mit l, m, n die Puncte, in welchen diese die Seiten

11 III , III I, I II schneidet. Alsdann construirt man den

Kegelschnitt, welcher durch die Ecken / // 111 geht und in

diesen die Geraden II, lim, Hin berührt. Dieser ist nach

[296] die verlangte conische Polare.

298. Jeder einem Dreieck I II 111 umschriebene Kegel-



300.] Die Polaren. 171

schnitt kann als eine conische Polare bezüglich dieses Drei-

ecks betrachtet werden.

Beweis. Nimmt man zur Bestimmung eines solchen

Kegelschnittes zwei Puncte g, g beliebig an, und nennt

G, G' deren gerade Polaren in Bezug auf das Dreieck, so

geht die conische Polare des Durchschnitts c dieser beiden

Geraden nach [273] durch g und g
'
, und da sie ausserdem

nach [296] durch 1 11 111 geht, so fällt sie mit dem ge-

gebenen Kegelschnitt zusammen.

299. Aufgabe. Zu einem dem Dreieck 111111 um-

schriebenen Kegelschnitte, als conische Polare in Bezug auf

dieses Dreieck betrachtet, den zugehörigen Pol c zu con-

struiren.

Auflösung 1. Man construirt die Tangenten, welche

den Kegelschnitt in den Puncten 7, II, III berühren, und

schneidet mit ihnen die Seiten II III, III I, 1 II in /, m, n.

Sodann construirt man nach [292] den Pol der Geraden Iran,

so ist dies der verlangte Pol c [296].

Auflösung 2. Sind g, g' zwei Puncte, welche nebst

I II III den Kegelschnitt bestimmen, so construire man nach

[291] die geraden Polaren von g, g in Bezug auf das Dreieck

1 11 III. Der Durchschnitt derselben ist nach [298] der ver-

langte Pol.

300. Auf das Vorige stützt sich eine andere Auflösung

der Aufgabe [124] nämlich: Wenn zwei Kegelschnitte durch

je fünf Puncte a b c e f und ab c e f, von denen drei, a b c,

beiden Kegelschnitten angehören, gegeben sind, den vierten

Durchschnittspunct d der beiden Kegelschnitte zu construiren.

Auflösung. Man betrachte die gegebenen Kegelschnitte

nach [298] als zwei eonische Polaren in Bezug auf das Drei-

eck ab c, und construire nach [299] die ihnen zugehörigen

Pole p und p . Construirt man dann nach [292] den zu der

Geraden pp gehörigen Pol, so ist dies der verlangte Punct d.

Beweis. Die conischen Polaren aller auf der Geraden

pp liegenden Puncte schneiden sich [284] in den nämlichen

vier Puncten, nämlich [285] in den vier Polen der Geraden

pp. Drei von diesen sind die Puncte a b c. Da nun p und

p die Pble der gegebenen Kegelschnitte sind, so ist der
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vierte Pol der Geraden pp' zugleich der vierte Durchschnitt

d der beiden Kegelschnitte.

301. Zieht man durch einen Punct m drei Gerade,

welche eine gegebene Curve 3. 0. u in den Puncten a b c,

a' b' c, a" b" c" schneiden, so gehen durch diese neun Puncte

unendlich viele Curven 3. 0. hindurch [218], und in Bezug

auf alle diese ist die conische Polare des Punctes m dieselbe

wie in Bezug auf die Curve u.

Beweis. Die Schnitte der conischen Polare von m be-

züglich u mit einer der drei Geraden, z. B. a b c, sind nach

[168] die harmonischen Centren 2(en Grades für den Pol m
und in Bezug auf a, b, c. Da nun die Schnittpuncte der

drei Transversalen a b c, et b' c, a" b" c" mit allen Curven des

Büschels 3. 0. die nämlichen sind, so sind auch die Schnitt-

puncte der conischen Polaren von m bezüglich aller dieser

Curven mit jenen Transversalen die nämlichen, und da hie-

nach die sämmtlichen conischen Polaren durch die nämlichen

sechs Puncte hindurchgehen, so fallen sie alle mit einem und

demselben Kegelschnitte zusammen. (Saimon. H. pl. Cvs. pag. 150.)

302. Besteht eine Curve 3. 0. aus einer Geraden A
und einem Kegelschnitte K

}
so schneidet die conische Polare

C eines Puncts c den Kegelschnitt K in den vier Puncten

a, ß, y, d, in welchen derselbe getroffen wird: 1) von der Ge-

raden A (in a, ß), und 2) von der Polare P von c in Bezug

auf den Kegelschnitt K (in y }
d).

Beweis 1. Die conische Polare C geht durch a, ß}
weil

dies Doppelpuncte der Curve 3. 0. sind [270]. Ausserdem

geht sie [270] durch die Berührungspuncte der von c an die

Curve gehenden Tangenten. Diese sind aber in diesem Falle

nur die beiden von c an den Kegelschnitt K gehenden

Tangenten, und deren Berührungspuncte sind [96] die

Puncte y, d.

Beweis 2. Die Gleichung der Curve ist in diesem Falle

u = A . K=0,
und daher die Gleichung der conischen Polare von c nach

[267] bei veränderlichen x

C = 4C (O = 4e (Ax Kx) = 0,



304.1 Pin Polaron. 173

was sich nach [2] schreiben lässt

C= Azlc (Kx) + K 4C (Ax) = 0.

Darin ist z/c {Kx) die Polare P des Puncts c in Bezug auf

den Kegelschnitt K [95], und 4C (AX) eine Constante, etwa

/.", weil A eine lineare Function ist. Man erhält also

C = A.P+kK=0.
Dies aber ist ein Kegelschnitt, welcher durch die Puncte

geht, in denen K von den Geraden A und P getroffen wird.

(Salmon. H. pl. Cvs. pag. 150.)

303. Besteht eine Curve 3. 0. u aus einer Geraden A
und einem Kegelschnitte K, so geht die gerade Polare G eines

Punctes c bezüglich u durch den Punct, in welchem sich die

Gerade A und die Polare P von c bezüglich des Kegelschnittes

K schneiden.

Beweis. Die gerade Polare G von c bezüglich u ist

[274] zugleich die Polare von c bezüglich der conischen Po-

lare C, also ist ihre Gleichung

G = 4e (Cx) = 0.

Nach [302] aber ist C = A P -j- k K, man erhält daher

G.=4c {AP+kK)x=A4c {Px)-\-PJc {Ax)+k4c (Kx)=0.

Darin ist z/c (Kx) = P, 4C (Ax) = k und Jc (Px) ebenfalls

eine Constante, etwa /; Fig. 2G.

demnach wird

G = l A + 2k P=0,
und dies ist eine Gerade,

welche durch den Durch-

schnitt von A und Pgeht.

304. Aufgabe. Die

gerade Polare G eines

Punctes g in Bezug auf

eine Curve 3. 0., welche

aus einer Geraden A und

einem Kegelschnitte K
besteht, zu construiren.

Auflösung. Wenn
die Gerade^ den Kegel-

schnitt K in a und ß
schneidet, so ziehe man (Fig. 26) ga und gß, schneide damit
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Fig. 26.

den Kegelschnitt K in a und b, und suche die Schnittpuncte

(aß, ab) = p und (ab, aß) = q. Dann ist pq die Polare P
von g in Bezug auf den Kegelschnitt K. Bestimmt man dann

den zu p ab in Beziehung auf paß und pq zugeordneten har-

monischen Strahl pmn, so ist dieser die verlangte gerade

Polare G.

Beweis. Verfährt man nach [295], indem man g b ß

und g a a als die beiden Transversalen betrachtet, so liegen

sowohl in a, als auch in

ß zwei Durchschnitte der-

selben mit der Curve 3. 0.

vereinigt. Combinirt man
nun diese Puncte so zu

drei Geraden, dass man
a, a, a resp. mit ß, b, ß
verbindet, so erhält man
a ß q als das Dreieck, in

Bezug auf welches nach

[293] die gerade Polare von

g dieselbe ist, wie in Be-

zug auf die Curve 3. 0.

Um nun die gerade Polare

von g in Bezug auf aßq
nach [291] zu construiren,

hat man von g nach den Ecken u, ß, q drei Geraden zu ziehen,

welche die gegenüberliegenden Seiten resp. in a
}
b, c schneiden,

sodann mit den Geraden ab,bc, ca die jedesmalige dritte Seite

in p, n, m zu schneiden, dann ist pmn die verlangte gerade

Polare G. Hiedurch bestätigt sich zunächst [303], dass G
durch den Durchschnitt p von A und P geht. Da aber nun
nach [290] b m a q vier harmonische Puncte sind und ebenso

a n ß q, so sind p (b m a q) oder, was dasselbe ist, p (a n ß q)

vier harmonische Strahlen.

Wenn die Gerade A den Kegelschnitt K nicht schneidet,

so erleidet die Auflösung in [295] keine wesentliche Verein-

fachung.

305. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. aus einer

Geraden A und einem Kegelschnitte K besteht, die conische

Polare C eines gegebenen Punctes g zu construiren.
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A uflösung. Man construire die Polare P von g in Bezug

auf K und nach [304] oder [295] die gerade Polare G von g
in Bezug auf die Curve 3. 0. Wird dann K von A in a, ß
und von P in y, d geschnitten, so ist die gesuchte conische

Polare C nach [302] ein Kegelschnitt, welcher durch a, ß, y, d

geht, und für den die Gerade G die Polare von g ist [274].

Man muss nun unterscheiden, ob die vier Puncte a ß y d alle,

oder nur zwei von ihnen, oder keiner reell ist.

I. Sind alle vier Puncte a ß y d reell, so verbinde man,

um einen fünften Punct des gesuchten Kegelschnitts zu finden,

g mit einem dieser Puncte z. B. a, schneide mit dieser Ge-

raden die Polare G in g' und bestimme den zu a in Bezug

auf g, g' zugeordneten harmonischen Punct a, so ist der

durch a, ß, y, d, a gehende Kegelschnitt die gesuchte conische

Polare C [95].
' -

II. Wenn von den beiden Punctepaaren a, ß , y, ö nur

das eine z. B. a, ß reell ist (sind y, d reell, so ist die Con-

struction dieselbe), so kann man zunächst auf die eben an-

gegebene Art zwei neue Puncte a, ß' des gesuchten Kegel-

schnittes finden. (Hat man a, so kann man ß' auch dadurch

finden, dass man bestimmt {aß,G)=p, {a'2),gß) = ß").

Um den noch fehlenden fünften zu erhalten, bemerke man,

dass die Kegelschnitte K, C und das Geradenpaar A, P einem

Büschel angehören, welcher die Puncte a, ß, y, ö (von denen

allerdings nur zwei reell sind) zu Basispuncten hat, und dass

sie daher von einer beliebigen Transversale in conjugirten

Punctepaaren einer Involution geschnitten werden [115]. Man
ziehe demnach durch a (oder auch durch ß') eine beliebige

Gerade, welche K in k, k' und A, P in h, li schneidet und

construire nach [117] in der durch kk\ lili bestimmten In-

volution den zu a conjugirten Punct a", so gehört dieser

dem Kegelschnitt C, der gesuchten conischen Polare an,

welche nun durch die fünf Puncte a, ß, a, ß', a' bestimmt ist.

III. Wenn keine der beiden Geraden A und P den

Kegelschnitt K schneidet, so kann man sich auf folgende Art

die zur Construction des Kegelschnitts C nöthigen Puncte

verschaffen. Man lege durch g eine beliebige Gerade, welche

A, P in h, ti, K in k, k' und G in g schneide, und bezeichne

die unbekannten Durchschnitte dieser Geraden mit dem Keo-el-
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schnitte C durch x, y. Construirt man dann nach [75] die

Doppelpuncte e, f der durch hti, kk' bestimmten Involution,

so sind e, f harmonisch zu x, y , weil die letzteren zu der-

selben Involution gehören (S. II). Aber x, y sind auch har-

monisch zu g, g , weil G die Polare von g in Bezug auf C

ist [95] ; man findet also x, y, wenn man die Puncte sucht [75],

die e, f und g, g' gleichzeitig harmonisch trennen. Indem

man diese Construction bei drei verschiedenen durch g gehen-

den Geraden ausführt, erhält man sechs Puncte des gesuchten

Kegelschnittes C. Es wird in den meisten Fällen vorteil-

haft sein, dazu die drei Geraden zu wählen, welche den Ge-

raden A, P, G parallel sind. Diese schneiden allemal den

Kegelschnitt K, wenn P ihn nicht schneidet.

306. Aufgabe. Die conische Polare eines Punctes c

in Bezug auf eine beliebige gegebene Curve 3. 0. u zu con-

struiren, wenn c nicht auf u liegt.

Auflösung. Man schneide die Curve mit einer belie-

bigen Geraden A in a a' a", ziehe ca, ca', ca" und schneide

mit diesen Geraden die Curve in bd, b'd', b"d". Dann liegen

die letztern sechs Puncte nach [225] in einem Kegelschnitt K.

Construirt man nun nach [305] die conische Polare von c

in Bezug auf die aus der Geraden A und dem Kegelschnitt K
bestehende Curve 3. 0., so ist das die gesuchte conische

Polare. — Denn die neun Durchschnitte abd, a' b' d' , a" b" d"

der beiden Curven 3. 0. u und (A, K) liegen auf drei in c

zusammenlaufenden Geraden, und daher [301] ist die conische

Polare von c in Bezug auf (A, K) identisch mit der in Be-

zug auf U. (Salmon. H. pl. Cvs. pag. 150.)

307. Aufgabe. Die conische Polare eines Punctes c

in Bezug auf eine beliebige Curve 3. 0. u zu construiren,

wenn c auf u liegt.

Auflösung. Man ziehe aus c vier Strahlen, welche

die Curve u in den Punctepaaren ab, ab', d'b", d"V" schnei-

den, und bestimme auf jedem Strahl den in Bezug auf ab

etc. zu c zugeordneten harmonischen Punct h. Der Kegel-

schnitt, welcher durch die fünf Puncte h, ti, h", h'" und c

geht, ist die gesuchte conische Polare. — Aus [277].

308. Aufgabe. An eine gegebene Curve 3. 0. in

einem gegebenen Puncte a die Tangente zu construiren.
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Auflösung 1. Man construire nach [307] die vier

Puncte h, h', h", //'", welche mit a die conische Polare von a

bestimmen, und an diesen Kegelschnitt die Tangente in a,

so ist diese nach [269] die verlangte Tangente.

Auflösung 2. (Fig. 27.) Ziehe durch a zwei beliebige

Gerade, welche die Curve Fig. 27.

resp. in b, a und e, m schnei-

den, schneide die Curve fer-

ner mit a m in ß , und mit

einer beliebigen durch ß

gehenden Geraden in c und

d; construirt man dann an °r

den durch ab c d e gehen- «(

den Kegelschnitt die Tan-

gente al in a, so ist dies zu-

gleich die verlangte Tangente an der Curve.

Beweis. Betrachtet man ab cd als Basispuncte eines

Kegelschnittbüschels und das Geradenpaar ab, cd als einen

Kegelschnitt desselben, so ist nach [240] m der den vier

Puncten ab c d gegenüberliegende Punct. Alsdann ist der

durch e gehende Kegelschnitt des Büschels der dem Strahl

m a e entsprechende, und daher [238] berührt derselbe die

Curve in a. (Mittkeilurig von Herrn Prof. Küpper). Vgl. auch

[258].

309. Aufgabe. Aus einem gegebenen Puncte m alle

Tangenten an eine Curve 3. 0. zu construiren.

Auflösung. Man construire nach [306] oder [307] die

conische Polare des Punctes m, so sind die Durchschnitte

derselben mit der Curve die Berührungspuncte der von m
an die Curve gehenden Tangenten [270],

310. Aufgabe. Tn einem Puncte m einer Curve 3. 0.

den Krümmungskreis zu construiren.

Auflösung. Man schneide die Curve mit einer belie-

bigen Geraden in a, a', a", und mit den Geraden ?na, ma',

ma" in b, b', b" . Construire ferner nach [308] in m die Tan-

gente mt an der Curve, und dann in m den Krümmungskreis

desjenigen Kegelschnittes, welcher durch b, b', b" geht und

die Gerade mt in m berührt, so ist dieser Krümmungskreis

J>ur£ge
,
Cnrven dritter Ordnung. 12
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der verlangte. — Denn nach [232] hat der erwähnte Kegel-

schnitt in m mit der Curve eine dreipnnctige Berührung.

Vierter Abschnitt.

Die Poloconik (conische Polare) einer Geraden.

§• 1.

311. Die Einhüllende der geraden Polaren (bezüglich

einer Curve 3. 0. u = 0) aller Puncte y , welche auf einer

Geraden G liegen, ist ein Kegelschnitt und heisst die Polo-
conik {Cremona art. 136) oder die conische Polare der Ge-

raden G (Sabnon pag. 151.), er soll im Folgenden mit TI
;/

bezeichnet werden.*) Ist

(!) a
i V\ + «

2 Vi + «3 Vi = °

die Gleichung der Geraden, so ist die Gleichung ihrer Polo-

conik

a
t

a a

nn = = 0.
a

l
u
i\

u \i W13

\X<y Lbc\\ tltyn WnO

a
S
M31 W32 W33

j

eweis. Die Gleichung der geraden Polare P eines

Punctes y ist bei veränderlichen Xi nach [2G7]

oder ausgeschrieben

(2)
P= Vl

2 MH + ^2
2 W

22 + l/s
2
«33 "f 2 V% Vi U

Ti

+ 2 y3 y x
t<31 + 2 yA y, w12 = 0.

Aendert nun y seine Lage längs der Geraden (1), so findet

man die Einhüllende seiner geraden Polaren, wenn man die

Verhältnisse der yi der Gleichung (1) gemäss als Functionen

eines veränderlichen Parameters c betrachtet, und c aus den

Gleichungen

*) Bei Cayley (Memoir on Curves of the thir'd Order. Phil. Trans,

vol. 147. pag. 416) heisst dieser Kegelschnitt die Lineopolar-Enveloppe

der Geraden.
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7>=0 und |^=
de

eliminirt. Zu diesem Zwecke setze man

ziehe aus P den gemeinschaftlichen Factor //.,'-' heraus und •

schreibe das Resultat

P= y.* P'{[>,q);

dann ist

o P = 2 d p ' dL == ,
dJL

dy\ y* dp dy x

^3 dp
(3)

l dy2
^ 3

3<z d,y2
2?"

Führt man p und (7 auch in (1) ein
;
so wird diese Gleichung

~ a
i
p -{- a

2 q -f- «3 = 0.

Betrachtet man nun _p und # als Functionen von c und diffe-

rentiirt die Gleichung P' = und die vorige nach c, so er-

hält man

dP' dp gP' c?g
q

$/? de ~ gy de

fll
fe + «, ^ = 0,1 de ' - de '

und hieraus folgt

dP' SP'

dp Öq i

und daher auch wegen (3)

dP dP
m di/2

'

oder mit Anwendung eines Proportionalitätsfactors 2q

fA\ dP dP o
(4) ^ = 2^^ ^r2

= 2^.
Differentiirt man aber (1) und (2) nach c, indem man i/

l} y.K

y3
als Functionen von c betrachtet, so erhält man

1 de ' - de '
l> de

di/i de * d>j% de ' %3 rfc

Darin verwandelt sich die zweite Gleichung durch Anwendung
von (4) in

12*
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s
' de + %Q «2

dyo
,

de "f"
dPdys

=

dy3 de
'=

und zeigt darm durch Vergleichung mit der ersten, dass auch

dp _ 2q «
3

ist. Man hat also

(5)
dP

.

dfft

dP . dP
dy2

' dy3
= a

x
: a2 : ä

d,

oder wenn man diese Differentialquotienten bildet, die drei

Gleichungen

"n «i + «i2 Vi + w i3 Vi = 9 «l

% «1 + «22 2/2 + «23 «3 = 9 ft
2

«31 «1 + «32 «2 + «33 «3 = ? ö3"

Eliminirt man aus diesen und .P= die t/i, so erhält man
die Gleichung der gesuchten Einhüllenden. Aber da P in

Beziehung auf die yi homogen vom zweiten Grade ist, so ist

nach dem Euler'sehen Satze

und in Folge von (5) verwandelt sich diese Gleichung in

<h Vi + (t
2 «2 + «3«3 = °;

man kann daher die iji auch aus dieser und den obigen drei

Gleichungen eliminiren und erhält dann als Gleichung der

Poloconik

tl\ \ Will C* i o Wi

Wo] «tiO ^9^ ^'9

«Ol tfr q 9 / ' > o wo

a, a., öf,

'0,

indem — q als gemeinschaftlicher Factor der Elemente der

letzten Columne auftritt und daher weggelassen werden kann.

Eine einfache Umstellung verwandelt diese Determinante in

die obige.

312. Die gerade Polare des Durchschnittspunctes m
zweier Geraden G, G' ist eine gemeinschaftliche Tangente

an den Poloconiken dieser beiden Geraden. — Denn da m
sowohl auf G als auch auf G' liegt, so berührt seine gerade

Polare sowohl die Poloconik von G, als auch die von G' [311].
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5513. Berührt eine Gerade G die Curve 3. 0. u — in

einem Puncte x, so berührt auch die Poloconik von G die

Curve in dem nämlichen Puncte, sodass G in x gemeinschaft-

liche Tangente an der Curve und an der Poloconik von G

ist. (Salmon pag. 151.')

Beweis. Die Gerade G hat mit der Curve in x zwei

Puncte gemeinschaftlich, x und x' . Die geraden Polaren

von x und x' aber sind die Tangenten an der Curve in x

und x [269] und zugleich Tangenten an der Poloconik von G

[311]. Da sie ferner ebenso wie x und x zusammenfallen,

so liegt der ßerührungspunct der letzteren in x [187].

314. Bestimmt man für jeden Punct y einer Geraden G

die conische Polare bezüglich einer Curve 3. 0. (diese Kegel-

schnitte bilden einen Büschel [284]), und nimmt für jeden die-

ser Puncte die Polare bezüglich der zugehörigen conischen

Polare, so ist die Einhüllende dieser Geraden die Poloconik

von G. — Denn die Polare eines Punctes y bezüglich der

conischen Polare von y ist zugleich die gerade Polare von y
bezüglich der Curve [274]; daher kommt man wieder auf

[311] zurück.

315. Bestimmt man für jeden Punct einer Geraden G
die conische Polare bezüglich einer Curve 3. Ö. und nimmt

in Bezug auf jeden dieser Kegelschnitte den Pol der Geraden

G, so ist der geometrische Ort dieser Pole die Poloconik

VOn G. (Cremona art. 136.)

Beweis. Die Gleichung (2) P=0 in [311] stellt bei

veränderlichen yi die conische Polare eines Punctes x dar

[267]. Nimmt man an, dass dieser auf der Geraden G liegt,

also der Gleichung

(1) a
{
x

x -f a, x
2 -f «3 xs

=
genügt, so erhält man den Pol y dieser Geraden bezüglich

des Kegelschnittes P= nach [97] aus den Gleichungen

dP d_P dP _

die man mit Hülfe eines Proportionalitätsfactors q schreiben

kann
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»11 Vi + ^12^2 + Uvi>Jz = Q a
\

(2) un yx + u,
2 y2 + un ijs

= qo
2

«31 Vi + «32 2/2 + «33 y* = Q «3-

Eliminirt man hieraus und aus (1) die xi} so erhält man die

Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes in veränder-

lichen i/i. Allein die vorigen Gleichungen bleiben vollständig

ungeändert, wenn man in ihnen die yi mit den Xi vertauscht.

Denn nach [1] kann man z. B. bei der ersten dieser Gleichungen

schreiben

:

«ii 2/i + «12I/2 + «13 2/3 = ^y (j£\
'

Da aber -^- vom zweiten Grade ist, so hat man nach [51 die

Identität

4y (£) - '• (£)•

d. h. dieser Ausdruck bleibt ungeändert, wenn darin die Xi

mit den y t
vertauscht werden. Setzt man daher auch in (1)

die yi statt der Xi, so wird man den gesuchten geometrischen

Ort auch erhalten und zwar in veränderlichen Xi
7
wenn man

die yi aus den Gleichungen (2) und aus a^y^-^-

a

2y2
-\-

a

3iyz
=

eliminirt. Dieses aber ist die in [311] ausgeführte Operation,

welche die Gleichung der Poloconik von G lieferte. (Salmon.

pag. 152.)

§• 2.

316. Ist ,a ein Punct der Geraden G, Ca die conische

Polare von a, und d der Pol von G bezüglich Ca , so ist d
zugleich der Punct, in welchem die gerade Polare von a die

Poloconik von G berührt. — Denn die gerade Polare von a

ist zugleich Polare von a bezüglich Ca [274] ,
geht also durch

d [100]; aber d liegt auf der Poloconik [315], und die gerade

Polare von a berührt die letztere [311], also muss d der Be-

rührungspunct sein.

317. Der geometrische Ort der Mittelpuncte derjenigen

Kegelschnitte, welche die conischen Polaren der unendlich

fernen Puncte bilden, ist ein Kegelschnitt, nämlich die Polo-

conik der unendlich fernen- Geraden. — Aus [315], denn die
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unendlich fernen Puncte liegen auf einer Geraden [16],' und

der Pol der unendlich fernen Geraden in Bezug auf jeden

Kegelschnitt ist dessen Mittelpunct. {ßalmon. pag. 152.)

318. Sind ab c die Puncte, in welchen eine Gerade G

die Curve 3. 0. trifft, und Kg. 28.

schneiden sich die in die-

sen Puncten an die Curve

gelegten Tangenten in

a ß y, so ist die Polo-

conik von£ ein dem Drei-

eck aßy eingeschriebener

Kegelschnitt, so zwar dass

die Berührungspuncte l,

m, n den Puncten a, b, c

in Bezug auf die Ecken

ßy,ya,uß des Tangen-

tendreieckes harmonisch zugeordnet sind. (Fig. 28.)

Beweis. Die geraden Polaren von a, b, c sind die Tan-

genten aßy, b y a, c a ß [269]; diese berühren also die Po-

loconik [311]. Nimmt man ausserdem das Tangentendreieck

zum Fundamentaldreieck x
{
= 0, x2

= 0, x%
= 0, so hat die

gerade Polare P eines auf der Geraden G liegenden Puncts y

in Bezug auf das Tangentendreieck und daher [294] auch in

Bezug auf die Curve nach [290] die Gleichung

p= *i _j_ *2 -L, ^ = 0.
2/1 V% Vz

Ist nun

«\V\ + u -iVi + chVi =
die Gleichung der Geraden G, so erhält man nach [311] die

Gleichung der Poloconik, wenn man bildet

_dP dP dP sei xj_
m 3%

«1 : Cl
l

: a
-i
— ^ :

dlj2
'

dy3
~ y? ' y* •

y3
*

und hieraus und aus P= die yt
eliminirt. Man erhält aber

k-»^, *-*/%> *-*/%>
und dies in P— substituirt giebt

]/a
x
x

x + ]/a
2
x.

2
-j- j/a.^ = 0.
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Dieses aber ist nach [103] ein Kegelschnitt, welcher dem Fuu-

clamentaldreieck so eingeschrieben ist, wie der Satz aussagt.

{Salmon. pag. 153.)

319. Die Poloconik 77^ der unendlich fernen Geraden

ist der Kegelschnitt, welcher dem von den Asymptoten ge

bildeten Dreieck eingeschrieben ist und die Seiten desselben

in deren Mitten berührt. — Aus [318], denn wenn a, b, c

ins Unendliche rücken, so werden a ß y, b y a, caß die

Asymptoten und l, m, n bilden die Mitten von ß y , y cc, aß.
(Salmon. pag. 153.)

320. Die von einem

Puncte m an die Poloconik 77^

einer Geraden G gehenden

Tangenten sind die geraden

Polaren Pa , Pb derjenigen

Puncte a, b, in welchen die

Gerade G die conische Polare

Cm von m schneidet. (Fig. 29.)

Beweis. Die geraden

Polaren von a und b sind Tan-

genten an der Poloconik 77^

[311]. Da aber die conische

Polare Cm von m durch a und

b geht, so gehen Pa und Pb

beide durch m [273].

Zusatz. Hieraus folgt, dass von einem Puncte m zwei

reelle oder imaginäre Tangenten an die Poloconik von G gehen,

je nachdem die conische Polare von m von der Geraden G in

zwei reellen oder imaginären Puncten getroffen wird-, und

umgekehrt. {Salmon. pag. 153.)

321. Berührt eine Gerade G (Fig. 29) die conische Polare

Cm eines Punctes m in a (allgemeiner, hat Cm mit G zwei in

a zusammenfallende Puncte gemein), so geht die Poloconik

77^ von G durch m , und die gerade Polare von a berührt die

Poloconik in m (allgemeiner, hat in m mit der Poloconik zwei

zusammenfallende Puncte gemein). Und umgekehrt: Liegt ein

Punct m auf der Poloconik 77^ einer Geraden G, so berührt

die conische Polare von m die Gerade G in einem Puncte a
}

dessen gerade Polare die Tangente in m an der Poloconik ist.
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— Aus [320], wenn h mit a und daher auch /'/, mit l',
c zu-

sammenfällt.

322. Hieraus folgt: Die Poloconik eiuer Geraden & ist

der geometrische Ort der Puncto, deren conische Polaren die

Gerade G berühren. (Cremona. art. 136.) Und: Die conische Polare

eines Puncts m ist die Einhüllende der Geraden, deren Polo-

coniken durch m hindurchgehen. (Cremona. art. 136. a.)

323. Geht die Poloconik einer Geraden G durch zwei

Puncte m und m', so ist G eine gemeinschaftliche Tangente

an den conischen Polaren von m und m. Und umgekehrt:

Ist G eine gemeinschaftliche Tangente an den conischen Po-

laren zweier Puncte m und m, so geht die Poloconik von G
durch m und m hindurch. — Aus [321].

324. Durch die nämlichen zwei Puncte m und m' gehen

vier Poloconiken, nämlich diejenigen, deren zugehörige Ge-

raden die vier gemeinschaftlichen Tangenten der conischen

Polaren von m und m sind. [323.]

325. Die conische Polare eines Punctes m ist eine Ellipse,

Hyperbel oder Parabel, je nachdem m innerhalb, ausserhalb

oder auf dem Kegelschnitte TL^ liegt, der die Seiten des

Asymptotendreiecks in deren Mitten berührt. (Dabei soll ein

Punct m innerhalb oder ausserhalb eines Kegelschnitts liegend

genannt werden, je nachdem von ihm zwei imaginäre oder

reelle Tangenten an den Kegelschnitt gehen.)

Beweis. Der Kegelschnitt llx ist die Poloconik der un-

endlich fernen Geraden [319]. Je nachdem von m zwei ima-

ginäre, reelle oder zusammenfallende Tangenten an 77
ro

gehen,

schneidet die unendlich ferne Gerade die conische Polare von

m in zwei imaginären, reellen, oder zusammenfallenden Puncten

[320]. (Salmon. pag. 153.)

326. Hat eine Curve 3. 0. einen Doppelpunct, so liegt

derselbe, je nachdem er ein eigentlicher Doppelpunct, ein

isolirter Punct oder ein Rückkehrpunct ist , ausserhalb, inner-

halb oder auf dem Kegelschnitte IJ^ , welcher die Seiten des

Asymptotendreieckes in deren Mitten berührt. — Denn die

conische Polare des Doppelpuncts ist das Tangentenpaar in

diesem [267]. Das letztere aber ist in den drei erwähnten

Fällen reell, imaginär oder zusammenfallend [153] und wird
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daher von der unendlich fernen Geraden in zwei reellen, ima-

ginären oder zusammenfallenden Puncten geschnitten. Der

Doppelpunct liegt also nach [320, 325] in den drei Fällen

ausserhalb, innerhalb oder auf der Poloconik der unendlich

fernen Geraden. (Plücker. System der anal. Geom. pag. 196. Salmon.

pag. 153.)

§. 3.

327. Wenn die Poloconik einer Geraden G aus zwei Ge-

raden besteht, die sich in m schneiden, so besteht die conische

Polare von m aus zwei Geraden, von denen die eine G ist.

Beweis. Da die geraden Polaren aller Puncte von G
die Poloconik berühren d. h. in zwei susammenfallenden Punc-

ten schneiden, [311], so gehen sie in diesem Falle alle durch

m hindurch
?
dann aber geht nach [273] die conische Polare

von m durch alle Puncte von £; d. h. diese Gerade bildet

einen Theil der conischen Polare von m.

328. Bildet eine Gerade G einen Theil der conischen

Polare Cm eines Puncts m, so besteht die Poloconik von G
aus zwei Geraden, die sich in dem Pole m von Cm schneiden.

Beweis. Man kann in diesem Falle die Gerade G in

jedem ihrer Puncte als eine Tangente an der conischen Polare

Cm von m betrachten. Dann aber müssen nach [321] die ge-

raden Polaren aller Puncte von G die Poloconik TIg in zwei

in m zusammenfallenden Puncten schneiden, und daher muss

diese Poloconik aus zwei sich in m treffenden Geraden be-

stehn.

329. Daraus folgt: Die Poloconiken der beiden Geraden

G und G'
'

, welche zusammen die conische Polare eines Punctes

m bilden, bestehen aus zwei Geradenpaaren die in m ihren

gemeinschaftlichen Schnittpunct haben. — Ueber die nähere

Bestimmung dieser Poloconiken s. [530].

330. Da der geometrische Ort aller Puncte m, deren

conische Polaren aus Geradenpaaren bestehen nach [268] die

Hesse'sche Curve ist, so folgt ferner, dass diese Curve auch

der geometrische Ort der Doppelpuncte aller aus Geraden-

paaren bestehenden Poloconiken ist.
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Fünfter Al)schnitt.

Die gemischte Poloconik zweier Geraden.

331. Nimmt man zu jedem Puncte einer Geraden G die

conische Polare bezüglich einer Curve 3. 0. u — 0, und be-

stimmt in Bezug auf jeden dieser Kegelschnitte den Pol einer

anderen Geraden G', so ist der geometrische Ort dieser Pole

ein Kegelschnitt. Sind

G = «j x {
-j- a

2
x., -J- a-

6 x3
=

und

6" = tf/.r, -f- c/x2
-\- a

3
'x., =

die Gleichungen der Geraden G und G', so ist

a, «o (io

(1)
1 11 12 13

Cliy tt>>
|

''*)*) »O •

'

«3 ?/
31

W32 Wgo

=

die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes.

Beweis. Die conische Polare C eines Punctes x hat in

veränderlichen yi nach [267] die Gleichung

C= U
i 1 yi

2
+«222/2

2+W332/3
2+2«2 ^3+2 W

31 2^3 Ul+2 lf12>Jll/2= -

Man erhält die Coordinaten des Pols y der Geraden G' in

Bezug auf C nach [97] aus den Gleichungen

c_C
m
o_C . c_C , .

r
m

,

dyt
' dyz ' dyz ~

1-2-3

d. i., wenn p einen Proportionalitätsfactor bedeutet,

ui\V\ + «12^2 + ltVi'Jö = P«i'

"21^1 + «22^2 + "23^3 = Q U
2

«31^1 + w32y2 + w33y3
= Qa.:.

Eliminirt man hieraus und aus G = die Coordinaten xi, so

ergiebt sich die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes

in veränderlichen y;. Da aber die vorigen Gleichungen nach

[315] ungeändert bleiben, wenn man darin die x mit den y
vertauscht, so kaun mau ebensogut auch die ?/,- eliminiren,

wenn man die Gleichung G = in der Form

«1^1 + (hl/> + «3^3 =
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schreibt, und erhält dann den gesuchten geometrischen Ort

in veränderlichen Xi ausgedrückt. Diese Elimination ergiebt

mit Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors — q die

obige Gleichung (1).

332. Lässt man im Vorigen die beiden Geraden G und

G ihre Rolle mit einander vertauschen, so erhält man den

nämlichen geometrischen Ort wieder. Denn, um die Gleichung

des neuen geometrischen Ortes zu erhalten, hat man in der

vorigen Determinante nur al} a
2 , «

3
resp. mit a

{

'

}
a2 , a

3
' zu

vertauschen. Da aber Ukk = Ukh ist, so besteht der Effect

dieser Vertauschung nur darin, dass die Zeilen und Columnen

der Determinante mit einander vertauscht sind, wobei dieselbe

vollständig ungeändert bleibt.

333. Demnach ist der betrachtete Kegelschnitt der geo-

metrische Ort der Pole irgend einer von zwei Geraden G und

G'
}
bezüglich der Kegelschnitte, welche die conischen Polaren

der Puncte der anderen Geraden bilden. Dieser Kegelschnitt

heisst die gemischte Poloconik der Geraden G und G'

{Cremona. art. 136. c.) und soll mit Hgtj bezeichnet werden. Fallen

diese beiden Geraden in eine G zusammen, so verwandelt sich

die gemischte Poloconik in die Poloconik der Geraden G, wie

aus [315] folgt, oder auch daraus, dass die Determinante in

[331] in die von [311] übergeht, wenn a{ a
2

a
s

' resp. gleich

«j , a
2 , a3

sind.

334. Jedem Puncte a auf der Geraden G (oder auch d
auf G') entspricht ein bestimmter Punct m auf der gemischten

Poloconik T](jr/\ aber auch umgekehrt: jedem Puncte m auf

Ugg- entspricht ein bestimmter Punct a auf G, und ein be-

stimmter d auf 6"; und zwar sind a und a' die Pole von

resp. G' und G bezüglich der conischen Polare Cm des Punctes m.

Beweis. Aus a erhält man m folgendermassen : Man
bestimme die conische Polare Ca von a und in Bezug auf

diese den Pol m von G' ; dadurch ist m vollkommen bestimmt.

Nimmt man aber für den Punct m die conische Polare Cm ,

so muss a der Pol von G' in Bezug auf Cm sein, denn nach

[275] ist die Polare von a in Bezug auf Cm identisch mit der

Polare von m in Bezug auf Ca ; wenn also m der Pol von G'

in Bezug auf Ca ist, so ist et der Pol von G' in Bezug auf
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Cm . Demnach ist a auf G durch eindeutige Operationen aus

m auf Hog
- bestimmt. Ebenso erhält man d auf 6" als Pol

von G in Bezug auf Cm .

335. Hieraus folgt: Die conischen Polaren Cm der auf

der gemischten Poloconik Ugg
> zweier Geraden G, G' liegenden

Puncte m haben die Eigenschaft, dass in Beziehung auf sie

die Geraden G und G' conjugirte Geraden sind, d. h. dass jede

durch den Pol der anderen (in Beziehung auf die betreffende

conische Polare) hindurchgeht.

336. Und umgekehrt: Sind G und G' in Beziehung auf

eine conische Polare Cm conjugirte Geraden, so liegt der Pol m
(bezüglich der Curve 3. 0.) dieser conischen Polare auf der

gemischten Poloconik von G, G'. — Denn ist a der Pol von

Gr

bezüglich Cm, so ist m gleichzeitig der Pol von G' in Be-

zug auf Ca [^75], und liegt a auf G, so liegt m auf Ugg
-

[331].

337. Mithin: Die gemischte Poloconik zweier Geraden

G, G' ist der geometrische Ort der Pole (bezüglich der Curve

3. 0.) derjenigen conischen Polaren, in Bezug auf welche G
und G' conjugirte Geraden sind. {Cremona art. 136. c)

338. Sei a der Durchschnitt der Geraden G, G '. Die

gemischte Poloconik Ugg
- geht durch die beiden Puncte ft, jt'

hindurch, in denen die gerade Polare Pa von a die beiden

gewöhnlichen Poloconiken von G und G' berührt [312].

Beweis. Da der Punct a gleichzeitig auf beiden Ge-

raden G und G' liegt, so gehören ihm zwei Puncte der

gemischten Poloconik Ugg
- zu [334]. Man findet den einen, ft,

wenn man die conische Polare Ca von a aufsucht, und, in-

dem man a als auf G liegend betrachtet, den Pol von G' in

Bezug auf Ca nimmt. Allein da a auch zugleich auf G' liegt,

so liegt der so bestimmte Punct p nach [316] auch auf der

(gewöhnlichen) Poloconik von G' und ist der Punct, in dem
diese von der geraden Polare von a berührt wird. Ebenso

ergiebt sich der andere Punct p als Pol der Geraden G be-

züglich Ca, und ist dann gleichzeitig derjenige Punct der

Poloconik von G, in welchem diese von der geraden Polare

von a berührt wird. {Cremona art. 136. d.)
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Sechster Abschnitt.

Wendepunete , Wendetangenten, harmonische Polaren.

339. Die Hesse'sche Curve H{u) = einer Curve 3. 0.

u= ist wieder eine Curve 3. 0. [152"], welche die ursprüngliche

Curve in ihren Wendepuncten durchschneidet und ausserdem

durch die Doppel- und Rückkehrpuncte geht, falls solche

existiren [156]. Eine Curve 3. 0. ohne Doppel- oder Rück-

kehrpunct hat daher neun Wendepunete, und durch diese

können unendlich viele Curven 3. 0. gelegt werden [218].

Hat die Curve einen Doppelpunct, so besitzt sie drei Wende-

punete, und hat sie einen Rückkehrpunct, nur einen Wende-

punet [167]. Jede einfache Curve 3. O. hat daher minde-

stens einen reellen Wendepuuct.

340. Bildet eine Gerade einen Theil der Curve u = 0,

so bildet sie auch einen Theil der Hesse'schen Curve H(u) ==

[166]. Besteht daher die Curve u = aus drei Geraden, so

besteht ihre Hesse'sche Curve aus den nämlichen drei Gera-

den. Hievon macht aber der Fall eine Ausnahme, wemi

die drei Geraden sich in einem Puncte schneiden; dann ist

die Hesse'sche Curve unbestimmt. Denn nimmt man zwei

dieser Geraden zu Seiten xL
= 0, x

2
= des Fundamental-

dreiecks, so hat die dritte die Gleichung x
l
-\-Xx

2
=

>
und

die Gleichung der Curve ist u=x
l
x2

(x
1 -Jrlx2)=0. Bildet

man nun die Hesse'sche Determinante H(u) [152*], so ver-

schwinden in ihr die Elemente w13; un , u.ys ,
und folglich ist

H(u) selbst identisch Null.*)

341. Die harmonische Polare eines Wendepuncts w ist

nach [279] diejenige Gerade, welche die Puncte /?, ti, h", etc.

verbindet, die zu iv harmonisch zugeordnet sind in Beziehung

auf die Puncte ab, a'U, a"b", etc., in denen beliebige durch

*) Das identische Verschwinden der Hesse'schen Determinante ist

überhaupt die Bedingung, dass eine Curve aus Geraden besteht, die

in einem Puncte zusammenlaufen {Hesse, üeber die Bedingung etc.

Crelle's Journ. Bd. 42. pag. 123) Vgl. auch [84].
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iv gelegte Secanten die Curve schneiden. Die Berührungs-

puncte der drei aus w an die Curve gehenden Tangenten

liegen daher auch auf dieser Geraden.

342. Zieht man durch einen Curvenpunct w drei Se-

canten w ab, wa'b', wa"b", und liegen die in Bezug auf ab,

ab', a"b" resp. zu w zugeordneten harmonischen Puncte h,

h
'
, h" in einer Geraden, so ist w ein Wendepunct, und daher

die Gerade hh'h" die harmonische Polare von w. {Salmon Lettre

ä l'editeur. Crelle's Journ. Bd. 39. pag. 365.)

Beweis. Wäre w nicht ein Wendepunct, so würden

die Puncte h, li , h" nach [277] auf einem Kegelschnitte, näm-

lich der conischen Polare von w, liegen, und diese könnte

nicht aus zwei Geraden bestehen [268], weil w nicht auf der

Hesse'schen Curve liegt.

343. Sind warb und iva'b' zwei Secanten durch einen

Wendepunct, so liegen die Schnittpuncte der Geraden aa', bb'

und ab', ab auf der harmonischen Polare von w. {Maclaurin

1. c. [230] pag. 232.) — Denn die Verbindungslinie dieser Schnitt-

puncte trifft die Secanten wab und iva'b' in den zu iv zu-

geordneten harmonischen Puncten (Siehe u. a. Schröter. Steiner's

Vorlesungen §.9).

344. Ist w ab eine Secante durch einen Wendepunct w,

so schneiden sich die Tangenten in a und b auf der harmo-

nischen Polare von w. — Aus [343] , wenn d mit a, und b'

mit b zusammenfällt. {Maclaurin 1. c. [230] pag. 232.)

345. Legt man durch einen Wendepunct iv drei Secan-

ten wab, iva'b', wa''b", so liegen die sechs Puncte ab, ab',

a"b", auf einem Kegelschnitt. —
• Aus [225], da in dem

Wendepuncte drei in gerader Linie liegende Curvenpuncte

vereinigt sind. {Serrel Alg. sup. II. pag. 586. Cremona art. 39. c.)

346. Wenn die sechs Puncte ab, ab', a"b", in welchen

drei durch einen Curvenpunct w gelegte Secanten die Curve

schneiden, in einem Kegelschnitte liegen, so isizv ein Wende-

punct der Curve. — Denn da die drei Geraden wab, wa'b',

wä'b" eine Curve 3. 0. bilden, und sechs ihrer Schnittpuncte

mit der gegebenen Curve 3. 0. auf einem Kegelschnitte lie-

gen, so befinden sich die drei in w vereinigten Schnittpuncte

nach [220] in einer Geraden. {Serret Alg. sup. II. pag. 586.)
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34-7. Sind a, d, a" drei in gerader Linie liegende Curven-

puncte, und zieht man durch sie und durch einen Wende-
punct w drei Gerade, welche die Curve in b, b', b" treffen,

so liegen diese drei Puncte ebenfalls in einer Geraden, und

die Geraden ad et' und bb'b" treffen sich auf der harmoni-

schen Polare von w. — Aus [345]; denn liegen von den

sechs Puncten des Kegelschnitts ab, ab', a"b" drei in einer

Geraden, so haben die übrigen drei dieselbe Eigenschaft. Das

Übrige folgt aus [343]. (Cremona art. 39. c.)

348. Schneidet eine durch einen Wendepunct w ge-

zogene Gerade die Curve in a und b, so giebt es einen Kegel-

schnitt, welcher die Curve sowohl in a als auch in b drei-

punetig berührt. — Denn lässt man in [345] die drei Gera-

den iv ab, wa'b', wd'b" in wab zusammenfallen, so hat der

durch ab, a'b', a"b" gehende Kegelschnitt sowohl in a als

auch in b drei Puncte mit der Curve gemein. Poncelet. Ana-

lyse des transversales. Crelle's Journ. Bd. 8. pag. 134. Cremona art. 39. d.)

349. Und ebenso folgt aus [346]: Wenn ein Kegel-

schnitt eine Curve 3. 0. in zwei Puncten a und b dreipunetig

berührt, so trifft die Gerade ab die Curve in einem Wende-
punete.

350. Ist a der Berührungspunct einer aus einem Wende-

punete an die Curve gezogenen Tangente, so giebt es einen

Kegelschnitt, welcher die Curve in a sechspunetig berührt. —
Aus [348], wenn a und b zusammenfallen. {Cremona art .39. d.)

351. Es giebt auf einer Curve 3. 0. 27 Puncte, in denen

sie eine sechspunetige Berührung mit einem Kegelschnitte

hat ; nämlich die Berührungspuncte der 27 aus den 9 Wende-

puneten an die Curve gehenden Tangenten. — Aus [350];

und dieses sind die einzigen
- Puncte von der erwähnten Eigen-

schaft, denn sobald ein Punct diese Eigenschaft besitzt, so

ist sein Tangentialpunct nach [349] ein Wendepunct. {Steiner.

Geometrische Lehrsätze. Crelle's Journ. Bd. 32. pag. 182.)

§•2.

352. Die Gerade, welche zwei Wendepuncte einer Curve

3. 0. verbindet, trifft die Curve allemal in einem dritten

Wendepuncte. (Maclanrin 1. c. [230] pag. 231. Salmon, pag. 46.

Cremona art. 139. b.)
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Beweis 1. Zieht man durch zwei Wendepuncte w, w je

eine Gerade, welche die Curve in resp. ab und ab' treffen,

und schneidet dann die Curve mit den Geraden ww'
}
aa', bb'

in w" a" c\ so liegen die drei letzten Puncte nach |229|

ebenfalls in einer Geraden. Dreht man nun die Geraden ab

und a'b' um iv und iv herum, bis sie Tangenten an der

Curve werden, so fallen a und b beide in w
}
und a

7
b' in w

hinein, weil w und iv' Wendepuncte sind. Demnach fallen

die Geraden ad a" und bb'b" beide mit iviviv" zusammen,

und folglich auch die Puncte a", b" mit w". Die Gerade

w"a"b" hat also dann in w" drei zusammenfallende Puncte

mit der Curve gemein, sie ist daher eine Wendetangente und

w" ein Wendepunct, denn der nach [212] ebenfalls mögliche

Fall, dass w" ein Doppelpunct wäre, kann hier nicht statt-

finden, weil dann- die Gerade ww'w" vier Puncte mit der

Curve gemein hätte. {Serret. Alg. sup. IL pag. 580.)

Beweis 2. Bedeuten A, B, C, I) lineare Ausdrücke, und

k eine Constante, so kann die Gleichung einer Curve 3. 0.

auf die Form

ABC — k D* =
gebracht werden, weil man dabei über neun Constanten ver-

fügen kann. Alsdann trifft die Gerade A = die Curve in

drei zusammenfallenden Puncten da, wo sie von der Geraden

D = getroffen wird. Dasselbe gilt von den Geraden B=
und C— 0, folglich sind diese drei Geraden Wendetangenten,

und ihre Durchschnitte mit der Curve, d. h. die Wendepuncte

liegen in der Geraden D = 0. Von diesen Durchschnitten

kann keiner ein Doppelpunct sein, weil sonst die Gerade

D = vier Puncte mit der Curve gemein hätte. (Salmon

pag. 136.)

Beweis 3. Lässt man in [347] die drei in gerader

Linie liegenden Puncte aa' a" zusammenfallen, so entsteht

ein Wendepunct; dann fallen auch die Puncte bb'b" in einen

Wendepunct zusammen {Salmon pag. 140.)

353. Die neun Wendepuncte einer Curve 3. O. liegen

zu je drei in zwölf Geraden, von denen durch jeden Wende-
punct vier hindurchgehen. Diese zwölf Geraden theilen sich

in vier Gruppen zu je drei Geraden, von der Art, dass in

DuaiäGE, Curven dritter Ordnung. 13
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jeder Gruppe alle neun Wendepuncte enthalten sind. (Plücker.

System der analytischen Geom. pag. 284.)

Beweis. Da eine durch zwei Wendepuncte gezogene

Gerade jedesmal noch einen dritten Wendepunct enthält [352] ;

so kann man durch jeden Wendepunct vier Gerade legen,

welche die acht übrigen Wendepuncte enthalten. Man er-

hält dadurch 36 Gerade, von denen aber jede drei Wende-
puncte enthält und daher dreimal gezählt ist. Von diesen

36 Geraden sind demnach 12 untereinander verschieden, und

von diesen zwölf gehen durch jeden Wendepunct vier. Sind

nun etwa 1, 2, 3 drei in einer Geraden liegende Wende-
puncte, so kann man durch jeden dieser Puncte ausser der

Geraden 123 nur noch drei Gerade ziehen. Man erhält dem-

nach nur zehn Gerade, von denen jede mindestens einen der

drei Puncte 1, 2, 3 enthält. Es bleiben also noch zwei Ge-

rade übrig, die durch keinen dieser Puncte gehen. Eine von

diesen beiden Geraden enthält daher drei der übrigen sechs

Wendepuncte, und da die neun Wendepuncte die Durchschnitte

zweier Curven 3. 0. sind [339], so müssen nach [224] die drei

letzten ebenfalls in einer Geraden liegen. Wenn man also

von einer der vier Geraden ausgeht, welche durch einen be-

stimmten Wendepunct gehn, so gelangt man auf die eben

angegebene Art zu einer Gruppe von drei Geraden, welche

alle Wendepuncte enthalten; und folglich giebt es vier sol-

cher Gruppen. (Serret. Alg. sup. IL pag. 581.)

354. Man übersieht die Vertheilung der neun Wende-
puncte auf die zwölf Geraden in einfacher Weise, wenn man
die Gleichung der Curve 3. 0. auf die Form

P A* + f*
3 B3 + v s C* - 3 k A B C =

bringt, worin A, B, C lineare Ausdrücke, und k, X, n, v Con-

stanten bedeuten. Dies ist immer möglich, weil man über

neun Constanten verfügen kann. Setzt man darin der Ein-

fachheit wegen A, B, C für resp. IA, [iB
}
vC, und k für

k
, so reducirt sich die vorige Gleichung auf

(1) A3 -\-B3 -\- C3 — 3k ABC = 0,

und diese lässt sich in folgenden drei Formen schreiben
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£3 Az _j_ B s _j_ Q3 _ 3^. ABC= {lv> — 1) ^3

^3 _|_ Ä3 ^3 _j_ £3 _ 3#^ 6> == (/,3 _ ]) £3

^3 + Bs + Ä3 6'3 — SkABC= (A :i — 1) C :J
.

Bedeutet nun a eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit, so

können die linken Theile dieser Gleichungen nach [10] in

lineare Factoren zerlegt werden ; man erhält dadurch

(kA+B+ C)(kA+ a£+a*C)(kA+ a2B+ aC)= (k*—l)A :i

(A+kB+C)(a ,i A-t-kB-{-ccC)(aA-\-kB+ a2 C)=(k ,J—l)B :i

(A+B-j-kC)(ccA+ cc
2B+ kC)(a'A+aB+ kC)= (k?

'— l)C :\

Jede dieser Gleichungen hat die in [352] betrachtete Form;

daher ist jede der drei Geraden A, B, C die Verbindungslinie

dreier Wendepuncte (Salmon. pag. 136), und die links stehenden

neun linearen Factoren stellen, gleich Null gesetzt, die neun

Wendetängenten dar. Die Wendepuncte sind nun die Durch-

schnitte der Geraden A, B
}
C mit den Wendetangenten, also

folgende Durchschnitte

:

A=A) mit kA+B+C=0
}
kA-)-uB+u2 C=0, kA-j-a2B-j-ccC=0

5=0 „ A-\-kB+C=0, ct*A+kB+aC=0, aA+kB-\-a2 C=0
C=0 „ A-\-B-\-kC=0, aA+a2B-\-kC*=0, a2A-\-aB-\-kC=0.

Daraus folgt aber, dass dieselben Puncte auch als die Durch-

schnitte folgender Geraden dargestellt werden können:

(A=0 mit B+C=0, B-\-aC=0, ccB+C=0
(2) { B= „ C+A= 0, C+ccA= 0, aC-\-A=

{c=Q „ A+B=0, A-\- uB= 0, aA+ B= 0.

Nimmt man nun die Geraden A, B, C als Seiten des Funda-

mentaldreieckes an, und bezeichnet die Wendepuncte dem

vorigen Schema gemäss der Reihe nach mit 1, 2, 3, . . . 9,

so werden die Coordinaten derselben folgenden Werthen pro-

portional

[
1)0, +1,-1 2)0, +«,-1 3)0,+!,-«

(3) <4) -1,0, +1 5) -1,0,+« 6)-«,0,+l
U)+l, — 1, 8)+«, —1,0 9) +1, -«, 0;

und dann ergiebt sich, dass von den neun Wendepuncten

drei, nämlich 1, 4, 7, reell, die übrigen sechs aber imaginär
13*
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sind. Von den zwölf Geraden, welche durch die Wendepuncte

gehen , erhalten wir sofort vier, nämlich

.4 = 123 ^ = 456 C = 789

und ausserdem 14 7, weil die Determinante der neun Coor-

dinaten dieser drei Puncte verschwindet [18]. Man könnte

ebenso, indem man zusieht, von welchen Puncten die Deter-

minante der Coordinaten Null wird, die noch übrigen Gera-

den finden. Man gelangt aber zu diesen auch durch eine

andere Betrachtung, welche sofort die Gleichungen derselben

liefert. Schreibt man nämlich die Gleichung (1) in folgenden

Formen

<A*-\-B*-{- £3 — 3 ABC = 3(#— 1) ABC
(4) Ia 3 + B* + C3 — 3a ABC = 3 (k— a) ABC

[ A* + B* + C* — 3a2 ABC = 3 (k— a2
) ABC,

so kann man die linken Theile nach [10] wieder in lineare

Factoren zerlegen und erhält

(A+ B+ C) (A+ccB-\-a2 C) \A-\-a 1B+uC) = 3 {k—\)ABC
a2 (aA-\-B+ C) (A-\-uB-\-C) (A+B+ aC) = 3(k—a) ABC
a(cc2 A-{-B-\-C)(A-\-a 2 B-\-C)(A-{-B+ cc

2
C')=3(k—u2)ABC.

Nun wissen wir schon, dass die Durchschnitte der Geraden

A, B , C mit der Curve die neun Wendepuncte sind. Nach
den vorigen Gleichungen aber stellen sich diese dar, als die

Durchschnitte dieser Geraden

A = B = C = Q

mit folgenden neun anderen

A'=A+ B-\-C=Q, B'=A-\-ccB+a2 C=0, C'=A-\-a 2B+aC=0
A"=uA-\-B+C=0, B"=A+ uB-\-C=0, C7'=A+ B-\-uC=0

Ä"=a2A-\-B-\-C=0, B"'=A+a2B-\-C=0, C"'=A-\-B+a2C=0

Diese sind demnach die zwölf in Rede stehenden Geraden;

wie man sieht, sind vier von ihnen reell, und acht imaginär.

Substituirt man in die vorigen Gleichungen die Werthe A—0,
2?=0, C=0 und vergleicht die Resultate mit (2) und der

in (3) angewendeten Bezeichnung, so ergiebt sich, dass die

Durchschnitte der Geraden A, B, C mit Ä, Br

, etc. folgende

Wendepuncte liefern

:
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(AA')=l {AB')=2(A(")= 'd (,/,/")= 1 (AB")=3 (AC")=2

(BÄ)=± (ßß')=5(BC')=6
|

(BA")=b (BB")= \ {ßC")= 6

(t \i') = 7
(
Cß')= 8 (CC)= (< \4")= {CB")= 8 (CC")= 7

(^'") = 1 {AB'") = 2 (^6"") = 3

(
ßA'") = 6 {BB'") = 4: (BC"") = ö

(CA"') = 8 (CB"') = $ (6'6"") = 7.

Die zwölf Geraden verbinden also folgende Wendepuucte

A=123 Ä =147 .4" = 159 ^'" = 168

# = 456 i?' = 2-58 5" = 348 #'" = 249
6* = 789 £'=369 r" = 267 6"" = 357

und bilden in dieser Anordnung die vier Gruppen, von denen

jede alle Wendepuncte enthält. Jede dieser Gruppen bildet

ein Dreieck, nämlich ABC, A'B'C, A"B"C", Ä"B'"C"'. Be-

zeichnet man die den Seiten derselben resp. gegenüberliegen-

den Ecken mit abc, ab' c, a"b" c"
, d"b'" c"', so erhält man

auch die Coordinaten dieser Puncte (entweder durch Auf-

lösung je zweier der obigen Gleichungen für Ä, B', etc. oder, in-

dem man beachtet, dass die Coordinaten jedesmal so zu wählen

sind, dass die identische Gleichung 1 -f- a -f- a 2 = entsteht,

und dass abc die Ecken des Fundamentaldreieckes sind)

folgendermassen

:

BC=a .. .1,0,0

CA = b .,..0,1,0

AB = c. ..0,0,1

B'C = a' .

.

€'Ä = V .

.

AB' = c . .

B"'C" = d"

C" Ä" = b"'

Ä" B'"

Hieraus ersieht man fer-

ner, dass eines der vier

Dreiecke vollständig reell

ist, nämlich ABC) aber

von den Geraden A, B, C

enthältj ede nur einen reel-

len Wendepunct, nämlich

der Reihe nach 1, 4, 7

(Fig. 30), und dann noch

B''C' = d
C"A" = &"...!, er, 1

1,1, «2
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zwei conjugirt imaginäre. Von einem zweiten Dreiecke,
nämlich Ä B' C' ist eine Seite Ä reell, nämlich die Verbin-

Fis- 30 - dungslinie der reellen

Wendepuncte 1, 4, 7, und
ausserdem die gegenüber-

liegende Ecke a, die bei-

den anderen Seiten und
Ecken dieses Dreiecks

sind imaginär. Die beiden

noch übrigen Dreiecke

endlich sind vollständig

imaginär. {Hesse. Eigenschaften der "Wendepuncte etc. Crelle's Journ.

Bd. 38. pag. 257.)

355. Durch die neun Wendepuncte einer Curve 3. 0.

u = gehen [339] unendlich viele Curven 3. 0. hindurch,

unter denen sich auch die Hesse'sche Curve H(u) = befindet.

Alle diese Curven aber haben die Wendepuncte der Curve u

zu ihren eigenen Wendepuncten. {Hesse. Ueber die Wendepuncte

der Curven 3. 0. Crelle's Journ. Bd. 28. pag. 107). Ein derartiger

Büschel von Curven 3. 0. heisst ein syzygetiseher Büschel.
{Cayley. On curves of the third Order. Phil. Trans, vol. 147. -pag. 416.

Cremona art. 140. a)

Beweis 1. Durch einen Wendepunct iu gehen vier

Gerade, von denen jede zwei neue Wendepuncte enthält [353],

und die man daher als Secanten der Curve u betrachten

kann. Die harmonische Polare von iu schneidet diese Secan-

ten in den zu w zugeordneten harmonischen Puncten. Legt

man nun durch w und die acht übrigen Wendepuncte eine

andere Curve 3. 0., so sind obige 4 Geraden auch für diese

Curve Secanten der Art, dass die auf jeder zu w zugeordneten

harmonischen Puncte in einer Geraden liegen, also [342] ist

iv auch ein Wendepunct der neuen Curve 3. 0. {Salmon. Lettre

ä monsieur Crelle. Crelle's Journ. Bd. 39. pag. 365. Cremona art. 140. a).

Beweis 2. Bringt man nach [354] die Gleichung der

Curve u auf die Form

A* + B* + C* — 3k A B C= 0,

so sind ABC drei Gerade , welche die Curve in ihren neun

Wendepuncten durchschneiden, und zwar gilt dies, welchen

Werth auch die Constante k haben möge. Giebt man aber
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dieser Constanten alle möglichen Werthe, so erhält man alle

möglichen Curven 3. 0., welche durch die Durchschnitte einer

derselben mit den drei Geraden A, B, C hindurchgehen (z. B.

durch die Schnitte der beiden Curven A :i

'-f- B'' -f- C'> = 0,

und ABC — 0) also sind diese Pimcte die Wendepuncte für

alle Curven dieses Büschels, der demnach ein syzygetischer ist.

356. Alle Curven eines syzygetischen Büschels haben

die harmonische Polare jedes Wendepuncts gemeinschaftlich.

- Aus [355]. Bew. 1.

357. Ist u = eine Curve 3. 0., H (u) = ihre Hesse
5
-

sche Curve, so ist identisch

H {Hiu) + lu) eee a u + ß H(u),

WO l, a, ß Constanten bedeuten. {Hesse. Zur Theorie der Elimi-

nation. Crelle's Journ. Bd. 28. pag. 88.)

Beweis. H(u) -f- A u == stellt eine Curve dar, welche

durch die Schnittpuncte der Curven u und H(u)
}

d. h. durch

die Wendepuncte von u (und [355] auch von H(u)') geht.

Die Wendepuncte dieser neuen Curve liegen auf ihrer Hesse'-

schen Curve d. h. auf H (H{u) + A u) = 0, sie sind aber

[355] identisch mit den Wendepuncten der Curve u, daher

geht die Curve H (H (li) -f- X u) = auch durch die Schnitte

von u = und H(u) = 0, und folglich muss ihre Gleichung

auch die Form a u -f- ß H{u) = haben. (Bart. Salmon. Lettre

a l'editeur. Crelle's Journ. Bd. 39. pag. 366. Serret. Alg. sup. II. pag. 589.)

358. Legt man durch einen Wendepunct w drei Secan-

ten, welche die Curve 3. 0. in ab, ab', d'b" schneiden, so

haben alle Curven 3. 0., welche durch die sieben Puncte iv,

ab, ab', ab" hindurchgehen, den Wendepunct als solchen

und die harmonische Polare desselben gemeinschaftlich.

Beweis. Sind h, li, h" die Puncte, welche mit w die

Punctepaare ab, a'b', a"b" harmonisch trennen, so liegen h,

li, h" auf der harmonischen Polare von w [341]. Legt man
nun durch die obigen sieben Puncte irgend eine andere Curve

3. 0., so sind die Geraden ivab, iva'b', wd'b" auch für diese

Secanten, daher bleiben die Puncte h, li, h" ungeändert, und

da diese in einer Geraden liegen, so ist w auch für die neue

Curve ein Wendepunct [342], und h/ih" dessen harmonische

Polare in Bezug auf die neue Curve. (Saimo?i. H. pl. Curves.
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pag. 141 und Crelle's Journ. Bd. 39. pag. 365. Cremonu. Cve piane

art. 140.)

359. Legt man durch irgend sieben Wendepuncte einer

Curve 3. 0. irgend eine neue Curve 3. 0., so ist einer der

sieben Wendepuncte und zwar derjenige, welcher mit den

beiden fehlenden Wendepuncten in gerader Linie liegt, auch

für die neue Curve ein Wendepunct und hat in Beziehung

auf beide Curven die harmonische Polare gemeinschaftlich.

Beweis. Da durch jeden Wendepunct vier Gerade gehen,

welche alle übrigen Wendepuncte enthalten [353] , so lassen

sich irgend sieben Wendepuncte stets so anordnen, dass durch

drei Paare von ihnen drei Gerade gehen, die in dem sieben-

ten zusammenlaufen, und dieser liegt dann auch mit den bei-

den fehlenden Wendepuncten in gerader Linie. Jene drei

Geraden bilden dann drei durch einen Wendepunct gehende

Secanten, und daher gilt [358]. (Sabnon, 1. c. [355] pag. 366 und

H. pl. Cvs. pag. 142.)

§. 3.

360. Die Tangenten (Wendetangenten) in zwei Wende-

puncten schneiden sich auf der harmonischen Polare des-

jenigen Wendepunctes, der mit den beiden ersten in gerader

Linie liegt. — Aus [344], wenn die Secante ivab durch zwei

neue Wendepuncte geht, oder aus [347], wenn sowohl ad a",

als auch bb'b" in einen Wendepunct zusammenfallen. (Gremona.

art. 139. b.)

361. Die harmonischen Polaren dreier in gerader Linie

liegender Wendepuncte tv
i
iv

2 w3
schneiden sich in einem und

demselben Puncte r. (Mucker. Syst. d. anal. Geom. pag. 288.)

Beweis. Seien T
v
T2

T
3

(Fig. 31) die den Wendepunc-

ten iv
i
iv

2
w

%
angehörigen Wendetangenten, und / II III ihre

Durchschnittspuncte, so folgt zunächst aus [360], dass die

harmonischen Polaren von w
i
w

2
iv

3
resp. durch /, II, III

hindurchgehen. Seien Icc, IIß, Uly diese harmonischen Po-

laren. Alsdann sind nach [280] die conischen Polaren der

drei Wendepuncte die drei Geradenpaare (II III, Ja) (III I,

Jlß) (I II, Uly). Diese schneiden sich nach [284] in vier

Puncten, nämlich [285J in den vier Polen der Geraden

w
i
tv

2
io

3
in Bezug auf die Curve 3. 0. Bezeichnet man nun
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mit r den Durchschnitt der harmonischen Polares la und

IIß, so schneiden die beiden Geradenpaare /////, I a\ III I,

IIß sich in folgenden vier Puncten

(// III, III I)= ///, (// ///, // ß)= II, (la, III I)= /, (la, Ifß)=r,

also muss auch das dritte Geradenpaar / //, Uly durch diese

vier Puncte geheu ; aber / II geht durch / und //
;

mithin

geht Uly durch r. {Cremona. art, 139. d)

362. Hieraus folgt ausserdem : Die vier Pole einer Ge-

raden, welche drei Wendepuncte /c^/c/c^ verbindet, sind die

drei Durchschnitte der zugehörigen Wendetangenten und der

Punct r, in dem sich die harmonischen Polaren von w
tf
w2} w3

schneiden. [Plücker. Syst. d. anal. Georn. pag. 288. Cremona art. 139. d.)

Fig. 31.

363. Auf der Wendetaiigente T
i
eines Wendepuncts ic\

sind die Durchschnitte III und // der Wendetangenten T
2

und T
3

zweier mit w
{

auf einer Geraden liegenden Wende-

puncte m\ und u-, einander harmonisch zugeordnet in Bezug

auf den WTendepunct w
t

imd den Durchschnitt a der har-

monischen Polare la von u\ (Fig. 31.)

Beweis. Betrachtet man die Gerade w
x

ic
2

u-, als eine

durch u\ gezogene Transversale, welche die Curve in w
%

und ic
i

trifft, so ist der Durchschnitt h der Geraden u\u-.
2
w,

mit der harmonischen Polaren la von u^ nach [341] harmo-

nisch zugeordnet zu w
1

in Bezug auf w2 , tv,. Mithin sind

/ (h w
i
w

2
iv

3 )
oder, was dasselbe ist, / (a w

i
III II) vier har-

monische Strahlen , und daher a w
x
II III vier harmonische

Puncte. {Cremona, art. 139. c)
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364. Da nun hienach die Puncte a ß y (Fig. 31) den

Wendepuncten tv
l
w2
w

3
harmonisch zugeordnet sind in Bezug

auf die Ecken des Dreiecks I II III, so folgt aus [81] aufs

Neue, dass die drei harmonischen Polaren Ia, II ß, 111y sich

in einem Puncte schneiden. Ausserdem aber folgt aus [290],

dass eine Gerade, welche drei Wendepuncte to
l
w2 w3 verbindet,

die gerade Polare des Punctes r ist, in welchem die harmo-

nischen Polaren dieser Wendepuncte sich schneiden, in Bezug
auf das aus den zugehörigen Wendetangenten gebildete Drei-

eck / II III. (Plücker. Syst. d. anal. Geom. pag. 288.)

Fig. 31.

365. (Fig. 31.) Eine Gerade R, auf welcher drei Wende-

puncte iv
i
iv

2
iv3 liegen, ist eine Seite eines der vier Dreiecke,

auf deren Seiten nach [354] alle Wendepuncte vertheilt sind.

Dann ist der Punct r, in dem sich die harmonischen Polaren

der drei auf R liegenden Wendepuncte nach [361] schneiden,

die der Seite R gegenüberliegenden Ecke desselben Dreiecks.

Beweis. Die conische Polare irgend eines Punctes in

Bezug auf das Dreieck, welchem R als Seite angehört, geht

durch die Ecken dieses Dreiecks [296]; liegt aber der Punct

auf der Seite R, so besteht seine conische Polare aus R und

einer zweiten durch die gegenüberliegende Ecke gehenden

Geraden, und ist der Punct ein Wendepunct w, so ist diese

zweite Gerade die harmonische Polare von iv [280, 356]. Diese

geht also durch die gegenüberliegende Ecke. Da dasselbe

bei allen drei auf R liegenden Wendepuncten zv
i
iv

2
iv

%
statt-

findet, so treffen sich deren drei harmonische Polaren in die-

ser Ecke, die somit in den Punct r fällt.
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366. Da die neun Wendepuncte auf zwölf verschiedene

Arten zu je drei, die auf einer Geraden liegen, combinirt

werden können, so schneiden sich ihre neun harmonischen

Polaren zu je drei in zwölf Puncten [361], und diese sind

die zwölf Ecken der vier Dreiecke, welche von jenen Geraden

gebildet werden [365]. Da durch jeden Wendepunct vier

dieser Geraden gehen [353], so liegen auf jeder harmonischen

Polare vier jener Eckpimcte. Von den neun harmonischen

Polaren sind (den Wendepuncten entsprechend) drei reell und

sechs imaginär; und von jenen zwölf Puncten sind (den Ge-

raden entsprechend) vier reell und acht imaginär [354].

{Hesse. Eigenschaften der Wendepuncte etc. Crelle's Journ. Bd. 38.

pag. 259. Cremona art. 142.)

367. Für jeden Punct m
}
der auf einer Geraden R liegt,

welche drei Wendepuncte verbindet, ist die conische Polare

in Bezug auf die Curve dieselbe, wie in Bezug auf die zu-

gehörigen drei Wendetangenten.

Beweis. Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von

[301]. Denn da auf einer Wendetangente im Wendepuncte

drei Curvenpuncte vereinigt sind, so bilden die drei Wende-

tangenten eine Curve 3. 0., deren neun Durchschnitte mit

der gegebenen Curve auf drei mit R zusammenfallenden und

daher auch durch m gehenden Geraden liegen.

368. 'Aufgabe. Wenn von einer Curve 3. 0. drei in

einer Geraden R liegende Wendepuncte nebst den Wendetan-

genten in den letzteren, und ausserdem ein Curvenpunct p
gegeben sind, so soll man in diesem die Tangente construiren.

Auflösung. Man construire nach [291] die gerade Po-

lare des Punctes p in Bezug auf das von den Wendetangenten

gebildete Dreieck. Schneidet diese Polare die Gerade R in

m, so ist pm die verlangte Tangente. {Plücker. System der

anal. Geom. pag. 289.)

Beweis. Da die gerade Polare von p in Bezug auf die

drei Wendetangenten durch m geht, so geht die conische

Polare von m in Bezug auf dasselbe Dreieck durch p [273].

Aber diese conische Polare ist nach [367] zugleich die conische

Polare von m in Bezug auf die Curve, also berührt mp die

Curve in p. [270].
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369. Die Berührimgspimcte der sechs Tangenten aus

einem Puncte m der harmonischen Polare W eines Wende-

punctes iv liegen paarweise auf drei Geraden, die durch den

Wendepunct iv gehen.

Beweis. Sei ma eine der Tangenten mit dem Berüh-

rungspuncte a. Schneidet man die Curve mit lua in b, so

geht die Tangente in b durch m [344], daher ist mb eine

zweite Tangente. Ist nun ma' eine dritte Tangente, so kann

d mit w ab nicht in einer Geraden liegen, daher giebt es

jetzt noch eine Tangente mb', bei der b' mit a'w in gerader

Linie liegt, und ebenso giebt es noch ein drittes Paar.

.370. Die sechs Tangenten aus einem Puncte m der

harmonischen Polare W eines Wendepunctes tu bilden eine

Involution, und zwar sind je zwei Tangenten, deren Berüh-

rungspuncte mit w in einer Geraden liegen, conjugirte Strah-

len. Die Doppelstrahlen der Involution werden von der har-

monischen Polare W und "der Geraden miv gebildet.

Beweis. Sind a, b die Berührungspuncte solcher zwei

Tangenten, dass ivab in einer Geraden liegen, und schneidet

diese Gerade die harmonische Polare W in h, so sind wh ab

vier harmonische Puncte [341], und daher m (ivh ab) vier

harmonische Strahlen. Setzt man an Stelle des Tangenten-

paares m {a b) ein anderes in derselben Art zusammengehöriges

Paar, so gilt dasselbe, und dabei bleiben die Strahlen miv

und mh, d. i. W ungeändert. Da die sechs Tangenten also

drei Strahlenpaare bilden, welche einander in Bezug auf das-

selbe Strahlenpaar mw und W harmonisch zugeordnet sind,

so bilden sie eine Involution [67] [45]. {Cremona. Zus. in

Ourtze's Uebersetzung. art. 139. a. bis.)

371. Nimmt man auf den harmonischen Polaren W
t

W2
W.

6
dreier in gerader Linie liegender Wendepuncte w

i}
w2,ws

je einen Punct m1} m2 , m3
beliebig an und zieht aus jedem

ein solches Tangentenpaar an die Curve, dass die Berührungs-

puncte mit dem betreffenden Wendepuncte in gerader Linie

liegen [369], so befinden sich diese sechs Berührungspuncte

auf einem Kegelschnitt. — Aus [225], denn die sechs Be-

rührungspuncte liegen paarweise auf drei Geraden, welche

durch die drei in gerader Linie liegenden Curvenpuncte

w
l
w

2
iv, gehen.
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372. Liegt ein Wendepunct w im Unendlichen, so ist

seine harmonische Polare ein Durchmesser der Curve, d. h.

sie halbirt alle Sehnen, welche parallel sind zu der Geraden,

die w mit zwei anderen Wendepuncten verbindet.

Beweis. Schneidet eine durch w gezogene Gerade die

Curve in a, b und die harmonische Polare in h, so sind [341]

w h ab vier harmonische Puncte. Rückt aber w ins Unend-

liche, so fällt h in die Mitte von a b\ und sämmtliche Sehnen

a b werden parallel mit der Geraden, die w mit zwei andern

Wendepuncten verbindet. [Sahnon. pag. 141.)

373. Liegt die harmonische Polare eines Wendepunctes

w im Unendlichen, so ist der letztere ein Mittelpunct der

Curve, d. h. alle durch ihn gehenden Sehnen werden in ihm

halbirt. — Denn wie im vorigen Art. sind w h a b vier har-

monische Puncte. ~Hier rückt h ins Unendliche, also fällt w
in die Mitte von a b. [Salmon. pag. ui.)

Siebenter Abschnitt.

Tangenten aus Curvenpuncten. Correspondirende

Puncte und Punetepaare. Punetquadrupel.

§ 1.

37-4. Liegen drei ßerührungspuncte «, b, c der aus einem

Puncte m der Curve an diese gehenden Tangenten in einer Ge-

raden, so ist m ein Wendepunct, und die Gerade ab c die

harmonische Polare desselben. [341] — Denn die zu a, b, c

gehörigen Tangentialpunete liegen [230] ebenfalls in einer Ge-

raden, da -sie aber hier in einen Curvenpunct zusammenfallen,

so ist dieser ein Wendepunct.

375. Hieraus folgt: Sind a, b, c, d die Berührnngspuncte

der vier Tangenten, welche aus einem Curvenpuncte m, der

nicht ein Wendepunct ist, an die Curve gelegt werden können,

so liegen von ihnen keine drei in einer Geraden.

376. Zieht man aus einem Puncte m einer Curve 3. 0.

die vier ausser der Tangente in m möglichen Tang-enten an
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die Curve, so bleibt das Doppelverhältniss derselben constant,

wenn m auf der Curve fortrückt.

Beweis 1. Sind a, b, c, d die vier Berührungspuncte,

so geht die conische Polare von m durch diese Puncte hin-

hindurch [270] und berührt die Curve in m [269]. Bezeichnet

man also mit m einen unendlich nahe bei m liegenden Cur-

venpunct, so liegt dieser auch auf der conischen Polare von

m. Zieht man nun aber aus m' aufs Neue die vier Tangenten

an die Curve, so sind die Durchschnittspuncte derselben mit

den frühern vier Tangenten die Puncte a, b, c, d, weil [187]

zwei unendlich nahe Tangenten sich auf der Curve schneiden.

Demnach liegen diese Durchschnitte mit mm' auf dem näm-

lichen Kegelschnitt , und daher [86] ist das Doppelverhältniss

der Strahlen m(abcd) dasselbe wie das der Strahlen m\abcd).

Dieses bleibt also ungeändert, wenn m auf der Curve fort-

rückt. (Salmon. Theoremes sur les courbes du 3. degre. Crelle's Journ.

Bd. 42. pag. 274. H. pl. Cvs. pag. 171. Cremona, art. 131.)

Beweis 2. S. [395].

377. Zieht man aus zwei Puncten m und m einer Curve

3. 0. die Tangenten m(a b c d) und ?n' (a'b'cd) an die Curve,

so liegen die sechszehn Schnittpuncte dieser zwei Mal vier Ge-

raden auf vier Kegelschnitten, welche alle durch m und m' hin-

durchgehen. [Salmon. Theoremes etc. Crelle's Journ. Bd. 42. pag. 275.)

Beweis. Sind m'a', m'b', m'c, m'd' die Lagen, welche

ma, mb , mc
}
md resp. annehmen, wenn m nach m gerückt

ist, so haben diese beiden Strahlenbüschel gleiches Doppel-

verhältniss [376]. Sind k, l, p, v die der Reihe nach ge-

nommenen Durchschnitte je zweier Strahlen ma, m'a, etc.,

so liegen m m' ot l p v auf einem Kegelschnitt [85]. Combi-

nirt man die Strahlenpaare in anderer Weise, so liegen die

Schnittpuncte der vier Paare nur dann auf einem Kegelschnitt,

wenn das Doppelverhältniss des zweiten Büschels dem des

ersten gleich ist, weil die sich schneidenden Strahlen nur

dann als einander projectiviseh entsprechend betrachtet werden

können. Um also Kegelschnitte zu erhalten, darf man nur

solche Combinationen nehmen, welche Strahlenbüschel mit

gleichem Doppelverhältniss geben. Nun sind nach [24] nur

folgende Doppelverhältnisse dem ersten unter ihnen gleich

{a'b'cd'), [b'a'd'c), {c'd'a'b'), (d'c'b'a').
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Combinirt man jeden von diesen Büscheln mit ab c d und be-

zeichnet die Durchschnittspuncte wie nebenstehend

a, b, c, d,

a', b'
}
c , d'

,

b', a' , d', c',

c, d', d, V'

,

d
'
, c, V', a\

%, r, fi', v'

x"
}
k'\ fl" v"

ttt * ttt t" '

% , k
,

\l , V

so erhält man die Durchschnitte jeder Tangente des einen

Büschels mit jeder des anderen Büschels, also alle sechszehn

Schnittpuncte. Diese liegen also auf vier Kegelschnitten,

welche alle durch m und m' hindurch gehen, nämlich

mm kX^v , mm'x'X'p'v', mm' k" X"^"v", mm k"X" \ji!"
v"

(Salmon. pag. 151. Cremona. art. 131. a. 149. e.)

§• 2.

378. Zwei Puncte einer Curve 3. 0., welche einen ge-

meinschaftlichen Tangentialpunct haben, sollen correspon-
dirende Puncte der Curve genannt werden. {Cremona. art. 133 a.)

Da aus einem Puncte der Curve vier Tangenten an die letz-

tere gehen, so hat ein Curvenpunct als Berührungspunct be-

trachtet, drei mit ihm correspondirende Puncte. Solche vier

unter einander correspondirende Puncte, welche einen gemein-

schaftlichen Tangentialpunet haben, sollen das dem letzteren

zugehörige Punctquadrupel genannt werden. {Em. Weyr.

Zur Erzeugung der Curven 3. 0. Monatsber. der Wiener Acad. Bd. 58.

Oct. 1868.)

379. Liegen die sechs Ecken eines vollständigen Vier-

sens auf einer Curve 3. 0., so sind

die gegenüberliegenden Ecken cor-

respondirende Puncte und die den drei

Eckenpaaren zugehörigen Tangential-

puncte liegen in gerader Linie.

Beweis 1. Seien (Fig. 32.) aa',

bb
r

}
cc' die gegenüberliegenden Ecken-

paare des Vierseits. Betrachtet man
die in einem derselben z. B. a und et,

gezogenen Tangenten als gerade Linien
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welche je zwei unendlieli nahe Pvmcte aa und et ' a verbinden,

so kann man das Viereck ad bb' als ein Sechseck aab d ab'

betrachten
;

in welchem die sechs Ecken und die Durchschnitte

zweier Paare gegenüberliegenden Seiten

{ab, a'b') = c und (bd , b' d) = c auf

der Curve liegen. Nach [233] liegt

dann auch der Durchschnitt des drit-

ten Paares gegenüberliegender Seiten

{aa, da) = y auf der Curve. Dieses

wird hier aber von den beiden Tan-

genten in a und d gebildet. Ebenso

kann der Beweis für die beiden ande-

ren Eckenpaare geführt werden. Nun
liegen von den sechs Ecken eines voll-

ständigen Vierecks allemal drei, von denen keine zwei dem-

selben Paare angehören, in gerader Linie [82] z. B. ab c,

demnach liegen deren zugehörige Tangentialpuncte ebenfalls

in einer Geraden [230]. {Mäclaurin 1. c. [230] pag. 237. 242. Cre-

mona. art. 45. d.)

Beweis 2. Bedeuten A = 0, B = 0, C = 0, B = die

Seiten des Vierseits , indem A, B, C, D lineare homogene Func-

tionen von x
x , x2 , x3

bezeichnen , so kann die Gleichung einer

Curve 3. 0. u, welche durch die sechs Ecken des Vierseits

geht, in der Form

u = aBCB -f ßACB + yABB-\- dABC=0
geschrieben werden, worin a,ß,y,d Constanten bedeuten.

Denn man kann bei dieser Gleichung über 11 Constanten ver-

fügen, und sie wird erfüllt, sobald zwei der vier linearen

Functionen verschwinden. Sind nun y { y2 y3
die »veränderlichen

Coordinaten der Tangente in einem Puncte x, und setzt man
7) A
^— = Ai,ete., so erhält man nach [149] als Gleichung der

Tangente

{ßCB+yBB+ dBC){Aiyi+ A
2 y2+ A

3 y.ä )
)

+ {aCB+ yAB-\-dAC){B
1 y l+ B

2 y l
-\-B

3y3)

+ {aBB+ ßAB-\-dAB){C
x y,+ C

2 y2+C3 y3 )
'

+ {aBC+ßAC+ yAB){Biy{ +B2 y2 +B,y,)

Bezeichnet man aber mit Ay , By etc., was aus A, B, etc.
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wird, wenn man darin die y, statt der x; substituirt, so ist

nach dem Euler'sßhen. Satze [6], da A
l
Bv etc. Constanten sind

,/, ?/,
-)- //,//, -f A

3y3
= Ay B

t y2 -f B
2y2 -f B.

s
y, = /?,,

^i?/i + £2 </> + ^3^3 ^ c
>j

D
\ V\ + Ay2 + D*V:>, = d<j-

Demnach wird die Gleichung der Tangente

(ßCB-\-y B B+ dB C) Ay -\-(aCB+ y AD+d AC) Dy ) _

+ (aBB+ßAB-\-dAB)Cy+ (aBC+ßAC+ yAB)B,J
~

Hieraus erhält man nun für die Tangente in der Ecke A= 0,

B = die Gleichung

(1) ßAy + aBy ^0
und für die in der gegenüberliegenden Ecke C = 0, D =

(2) 8Cy + yD
y
= 0.

Multiplicirt man die erstere mit CyDy , die letztere mit Ay B y

und addirt, so erhält man für ihren Durchschnitt

CCByCyDy + ßAyCyBy + YÄyByLy + ÖAy By Cy = 0,

und daher liegt dieser auf der Curve w. Ebenso beweist man
dasselbe von den Durchschnitten der beiden anderen Tangen-

tenpaare. Multiplicirt man ferner die Gleichung (1) mit —^,

und (2) mit —-r, so giebt die Summe-

^ + i + ^ + ^ = -

daher liegt der Durchschnitt der beiden Tangenten auf

dieser Geraden. Da aber die Gleichung der letzteren sowohl

in Bezug auf Ay, By , Cy , Dy als auch in Beziehung auf

u, ß, y, d symmetrisch ist, so erhält man dieselbe Gerade auch

für die Durchschnitte der beiden anderen Tangentenpaare.

{Cayley. Memoire sur les courbes du troisierne ordre. Liouville Journ.

Tome 9. pag. 285.)

380. Zieht man aus einem beliebigen Curvenpuncte b

Strahlen nach zwei correspondirenden Puncten ad und schneidet

damit die Curve in cc, so sind dies zwei neue correspondi-

rende Puncte, und der Durchschnitt (ac, de) = V ist ein zu

1) correspondirender Punct. (Fig. 32.) {Mtu&amin 1. c. [-230] pag. 239.)

Beweis. Denkt man sich die Tangeuten in a und d als

Dukege, Ciirveu dritter Ordnung. 14
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die Verbindungslinien je zweier unendlich naher Puncte acc

und a'u und nennt y ihren Durchschnittspunct, welcher der

Annahme nach auf der Curve liegt, so

hat man ein Sechseck aac a'a'c, von

welchem nicht bloss die sechs Ecken,

sondern auch die Durchschnitte zweier

Paare gegenüberliegender Seiten

(au, a'a) = y ,
(ac, a c') = b

auf der Curve liegen. Folglich [233]

liegt auch der Durchschnitt des dritten

\ / Seitenpaares (c a' , c'' d) = b' auf der

V Curve. Dann aber bilden aa'bb'cc die

auf der Curve liegenden Ecken eines

vollständigen Vierseits, daher [379] sind bb' und cc' corre-

spondirende Puncte.

381. Sei w ein Wendepunct, t der ßerührungspunct einer

aus w gezogenen Tangente und b irgend ein dritter Punct

der Curve. Schneidet man die Curve mit bw in c und mit

bi in c' , so liegt der Schnittpunct b'—{ct,c'iu) auf der

Curve, und sowohl bb', als auch cc sind correspondirende

Puncte. — Aus [380], da w als ein mit t correspondirender

Punct betrachtet werden kann.

382. Zieht man * von einem beliebigen Curvenpuncte

Strahlen nach den Puncten a
t
a
2
a
s
a
4

eines Quadrupels [378],

so bilden die Puncte b
1
b
2
b
s
bi} in denen diese Strahlen die

Curve treffen, ein neues Quadrupel. (Mittheilung von Herrn Prof.

Küpper.) — Denn da ein Punct a zu jedem der drei anderen

Puncte a correspondirend ist, so ist auch der zugehörige

Punct b zu jedem der drei andern Puncte b correspon-

dirend [380]; mithin haben auch die letzteren vier Puncte

einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct.

383. Liegen drei Curvenpuncte aßy in gerader Linie, und

zieht man aus cc und ß je eine Tangente an die Curve, so

geht die Verbindungslinie ihrer Berührungspuncte a, b allemal

durch den ßerührungspunct c einer von y ausgehenden Tan-

gente.
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Beweis. Ist c zunächst der Schnittpunct der Geraden

a b mit der Curve, so müssen die Tangentialpuncte von a b c

in gerader Linie liegen [230] ; aber die Tangentialpuncte von

a, b sind a, ß, daher muss y der Tangentialpunct von c sein,

d. h. c muss in den Berührungspunct einer von y ausgehen-

den Tangente fallen. (Mac/aurin 1. c. [230] pag. 225. Salmon pag.

134.)

Bemerkung. In [226] war bewiesen, dass wenn man
aus drei in gerader Linie liegenden Curvenpuncten a ß y Tan-

genten an die Curve zieht, die drei Berührungspuncte die

Eigenschaft haben, dass die Curve in ihnen von einem Kegel-

schnitte berührt wird, und dabei bemerkt, dass der Letztere

in zwei zusammenfallende Gerade degeneriren kann. Man hat

jetzt vollständiger: Sind a und b die Berührungspuncte je einer

aus a und ß an die Curve gehenden Tangente, und c
v
c
2
c3 cA

die Berührungspuncte der vier von y ausgehenden Tangenten,

so liegt einer der Puncte c mit a b in gerader Linie, und die

drei anderen bilden mit a, b die Berührungspuncte je eines

Kegelschnitts. Vgl. [542].

384. Zieht man aus drei in gerader Linie liegenden

Curvenpuncten a, ß, y drei solche Tangenten an die Curve,

dass die Berührungspuncte nicht in gerader Linie liegen, so

schneiden sich die Geraden, welche die Ecken dieses Tangen-

tendreiecks mit den gegenüberliegenden Berührungspuncten

verbinden, in einem Puncte.

Beweis. Liegen die Berührungspuncte nicht in gerader

Linie, so sind sie nach [383, Bern.] zugleich die Berührungs-

puncte eines Kegelschnitts, welcher also auch die Seiten des

Tangentendreiecks in jenen Berührungspuncten berührt. Mit-

hin folgt die Behauptung aus [104]. {Cremona art. 149 a.)

Zusatz. Lässt man die Puncte a, ß, y ins Unendliche

rücken, so folgt: Wenn man ein Dreieck beschreibt, dessen

Seiten den Asymptoten einer Curve 3. 0. parallel sind und

die Curve berühren, so schneiden sich die drei Geraden, welche

die Berührungspuncte mit den gegenüberliegenden Ecken des

Dreiecks verbinden, in einem und demselben Puncte. [Plücker.

Syst. d. anal. Geom. pag. 46.)

385. Sind a ß y drei in gerader Linie liegende Curven-

puncte, und zieht man aus jedem die vier Tangenten an die

14*
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Curve mit den Berührungspuncten a
x
a
2 a

3
#
4 ; b

x
b b

3
&
4 ;

c
x
c
2 Co c4 , so liegen diese 12 Puncte zu je dreien auf 16 Ge-

raden , von denen durch jeden Punct vier gehen. Die 12 Be-

rührungspuncte lassen sich in folgender Art auf die 16 Ge-

raden vertheilen:

a
x
b

x
c

x
a
2
b

x
c2 a

3
b

x
c
s

a
4 b

x
c4

-. a
x
b
2
c
2 ^\ Ct2 ®'l

c
\ Q\ ch ^2 C4 A\ a4 "i C

3

a
x
b3 c

3
a
2
b
3
c
4

a
3
b
3 c

x
a
4
b
3 c2

a
x
b
4
c4 a

2 b4 cs
a
3 b4 c

2 a4
b
4
c

x

{Hesse. Ueber Curven 3. 0. etc. Crelle's Journ. Bd. 36. pag. 153. Für
die Berührungspuncte der mit den Asymptoten parallelen Tangenten
findet sieb, der Satz in Plücker's System, der anal. Geom. pag. 272.)

Beweis. Durch jeden der 12 Berührungspuncte gehen

vier Gerade , welche noch zwei andere dieser Puncte enthalten

[383]. Man erhält dadurch 48 Gerade; jede derselben enthält

aber drei Puncte, wird also drei Mal gezählt, daher sind nur

16 dieser Geraden von einander verschieden. Man kann nun

die Gruppe 1) willkürlich annehmen, indem man die auf den

Geraden a
x
b

x ,
a

x
b2 , a^bz> a

x
b4 liegenden und zu y gehörenden

Berührungspuncte der Reihe nach mit c
x
c
2
c
3
c
4
bezeichnet.

Alsdann können die Puncte a2 a
3
a
4
noch beliebig vertheilt

werden. Nun sind aber b
x
b
2

zwei correspondirende Puncte,

und die durch dieselben und den Punct a
x
gehenden Geraden

schneiden die Curve in c^ c
2 , folglich [380] schneiden sich

b
x
c
2 , b2

c
x

in einem mit a
x
correspondirenden Puncte. Dieser

werde mit a
2

bezeichnet. Combinirt man ebenso a
x
b

x
c

x

mit a
x
b3

c3 , so ist der Schnitt von b
x
c
3 , b3

c
x

ein mit a
x

correspondirender Punct, welcher von a
{

und a
2
verschieden

sein muss, weil sonst vier Puncte auf einer Geraden liegen

würden, und der daher mit a
3
bezeichnet werden kann. Endlich

werde der aus der Combination von a
x
b

x
c

x
mit a

x
b
4 c4 her-

vorgehende Schnitt von b
x
c
4 , b

4
c

{
mit a

4
bezeichnet. Als-

dann hat jeder Berührungspunct seine Bezeichnung gefunden,

und es sind dadurch zugleich aus jeder der Gruppen 2) 3) 4)

schon zwei Gerade bestimmt, nämlich

Llcy t/4 C- cy Clo U % 6o a
4
b

x
c4

o\ a2 ®2 C
l

> a
2 b

3

3)
"• *•

a
3
b
3
c

x

4)
«4 h
a4 b

3

a
2
b4 «

3 b 4
a

x
b4 c

x
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Bemerkt man nun in Betreff der Ausfüllung der noch übrig

gebliebenen Lücken, dass man dabei in jeder Gruppe nur

über zwei solche Puncte c verfügen kann, welche dieselben

Indices tragen, wie die in den Lücken vorkommenden Puncte b,

so hat man nur die Alternative, dem c entweder denselben

Index zu geben, welchen b trägt, oder den andern. Allein

zwei Puncte b, c, welche denselben Index tragen, gehören

wegen der Gruppe 1) allemal zu al} man muss also dem c

jedesmal den anderen Index geben, sodass die Lücken folgen-

dermassen auszufüllen sind:

a
2 b.

s Ci a3 &2 c
x

a
4

b, c3

a2 b
A
c
3

«
3 b

i
c
2

a
i
b
s
c
2

Vgl. hierzu [492].

Bemerkung. Die Vertheiluug der Indices auf je drei

in grader Linie liegende Puncte lässt sich in folgende Regeln

fassen:

1) Sind die Indices zweier Puncte einander gleich, so trägt

der dritte den Index 1.

2) Sind die Indices zweier Puncte von einander verschieden,

und einer vou ihnen 1 , so sind die beiden anderen einander

gleich.

3) Sind die Indices zweier Puncte von einander verschieden

und keiner von beiden 1, so erhält der dritte Punct den

dritten von 1 verschiedenen Index.

Bezeichnet man demgemäss die Indices 2, 3, 4 in be-

liebiger Anordnung mit h, i, k, so sind alle Geraden von

einer der folgenden fünf Formen:

«i lh ci, «i bh c h , aA 1^ ch , ah bh c1} ah b, ck .

Die vier durch denselben Punct, z. B. au gehenden Geraden

sind daher folgende:

«a lh ck , ak bh et, ak b t ch , ak bk cv

Ausserdem ist für sj^äteres nützlich zu bemerken, dass immer
gleichzeitig folgende Geradenpaare existiren:

7
und

«i bh Ch (th bh d

ffi h c, , ak bi cA
. und

öi bh ch ct k bh Ci
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386. Aus diesen 16 Geraden lassen sich acht Gruppen

zu je vier bilden, so dass jede Gruppe alle 12 Berührungs-

puncte enthält. Diese acht Gruppen ergeben sich aus [385]

als folgende:

a
x
b

x
C\ a

x
b

i
c
i «1 &2 C2 «1 ^2 C2

a2 b
3
C4 a2 b4 c

3
a2 b

3
c
4

a
2
b
4 c3

«3*4 H «
3 *2 Ci «

3
b

x
C3 % *3 C

i

«4 *2 c
-i

«4 h C
2 «4 &

4 Ci «4 *i C4

«
1
&
3
c

-i
a

x hc3 «! *4 ^4 «1 *
4 C4

«2*1 C
2

a
2
b 2 c

x «2 *1 C2 t/ <) l/9 Ci

«3 b
2
C
i

a
3 *4 C

2
«
3
Ö
3 ^ «3 *1 C

3

«4*4 Cy «4 Ml «4 *2 C
3 «4 *3 cr

(Hesse. Ueber Curven 3. 0. etc. Crelle's Journ. Bd. 36. pag. 153. Cre-

mona art. 149. Zusatz in Curlze's Uebersetzung.)

387. Legt man die drei in gerader Linie liegenden Cur-

venpuncte [385] in drei Wendepuncte, so fällt je ein Berüh-

rungspunct a, b, c mit einem Wendepunct w
}
wr

, iv" zusammen.

Setzt man diese an Stelle von a
x , b

x , c
x , so gehen von den

Geraden in [385] folgende durch einen der Wendepuncte

:

iv b2 c
2

iv a
2 c2 iv" a

2 b
2

iv #3 c
3
w öt

3
c
3

w" «
3
b3

w b
4
c
4

iv' a
4
c4 w' a

i
b
4

.

(Vgl. 549.)

388. Zieht man aus einem Curvenpuncte a die vier

Tangenten an die Curve mit den Berührungspuncten a
x
a2 a2

a
4 ,

und aus einem derselben z. B. a
x
aufs Neue vier Tangenten

mit den Berührungspuncten b
x
b
2 b3 b4 , so sind die drei anderen

a
2
a3

a
4
die Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks b

x
b2 b3 b4 .

Beweis 1. Lässt man in [385] die Puncte ß, y zusammen-

fallen, so fallen auch c
x
c
2 c3 c4

resp. mit b
x
b
2
b
3 bA

zusammen.

Ferner ist dann a ß Tangente der Curve, und zwar ß Be-

rührungspunct , a Tangentialpunct. Setzt man nun in dem
Schema der 16 Geraden in [385] überall b statt c, so ver-

wandelt sich dasselbe mit Weglassung der nun identisch

werdenden Geraden in Folgendes:
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fltj b
{
b

{

a., //, &
2

(/.. b
x

/a. fl
4

//, b
4

a
l
b
2 b 2

a
2
b
3
b
4

a
:i
b
2 b

4
a

4
b., b

.

a
Y
b
s bz

a
i
b
4
b
4

.

Demnach ist «, der gemeinschaftliche Tangentialpunct für

das Punctquadrupel [378] b
x
b
2
b.
i
b

4 , und die drei anderes

Puncte a
2
a
3
a
4
sind die Durchschnitte

a, = (^&2) b
3
b
4), «

3
= (b

±
b
3 , b

2
b
4) }

a
A
= {b

x
b
4 , b2b3).

(Salmon. pag. 134. Cremona. art. 146. a.)

Beweis 2. S. [409].

389. Ist a ein Wendepunct, a
t

der Berührungspimct

einer aus a an die Curve gehenden Tangente, und zieht man
aus «j die vier Tangenten mit den Berührungspuncten b

l
b
2
b.^bv

so schneiden sich von den drei Paaren gegenüberliegender

Seiten des vollständigen Vierecks b
l
b
2
b
3
b
4

zwei auf der har-

monischen Polare von a und das dritte in a selbst.

Beweis. Sind a
l
a
2
a
3
a
4

wie in [388] die Berührungs-

punete der aus a gezogenen Tangenten, so fällt, wenn a ein

Wendepunct ist, einer, z. B. a
4

in den Wendepunct, und die

drei anderen a
l
a
2
a
s
liegen auf der harmonischen Polare von a

[341]. Nun sind [388] a
2
a
3
a
4

die Schnittpuncte der Seiten-

paare {b^b.,, b
3
b
4), (b^, b

2
b
4), {b

x
b
4 , £2 £3); daher liegen von

diesen die beiden ersten auf der harmonischen Polare von a,

und der dritte fällt in den Wendepunct a. (Vgl. auch [369]

und [344]).

390. Wenn die Tangentialpuucte a ß y dreier Curven-

pmiete ab c in gerader Linie liegen, so Hegen auch die

Puncte ab' c, in welchen die Geraden bc, ca, ab die Curve

schneiden, in gerader Linie, und da alsdann abca'b'c die

auf der Curve liegenden sechs Ecken eines vollständigen

Vierseits bilden, so sind nach [379] aa', bb'
}
cd drei Paare

correspondirender Puncte.

Beweis. Liegen abc in gerader Linie, so versteht sich

der Satz von selbst. Liegen aber abc nicht in einer Geraden,

so können sie, wenn man die Bezeichnung von [385] an-

wendet, nur in folgenden vier verschiedenen Combinationen
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auftreten: (die aus der Vertauschung der Buchstaben ab c

untereinander ausserdem noch hervorgehenden Anordnungen

sind dabei als unwesentlich nicht mit berücksichtigt)

1) a
1
b

i
ch, 2) a

x
bh ct 3) ah bh ch 4) ah bh c{ .

Zieht man nun jedesmal die Geraden bc, ca, ab und sucht

die dritten Durchschnittspuncte auf, so findet man nach [385]

1) b
1
ch ah 2) bh Ci ak, 3) bh ch a

x
4) bh c{ ak

ch a
y
bh Ci a

x
b{ ch ah b

v d ah bk

a
x
b

t
c

x
a

l
bh ch ah bh c

t
ah bh c

x
.

Die Puncte ab' c sind daher der Reihe nach

1) ah bh c
x 2) ak b> ch 3) a

i
b

x
c
t 4) ak b k c

x ,

und diese liegen nach [385] jedesmal in einer Geraden. Vgl.

[227] und [383, Bern.]

§• 4.

391. Seien a ß y drei in gerader Linie liegende Curven-

puncte. Zieht man aus ß und y die Tangenten an die Curve

und sucht die Durchschnitte je einer Tangente aus ß mit je

einer aus y auf, so giebt es unter diesen Schnittpuncten

solche, deren Verbindungslinie durch einen Berührungspunct

der aus a an die Curve gelegten Tangenten geht.

Um diese Verbindungslinien zu finden, sei A
x

eine aus a

an die Curve gehende Tangente mit dem Berührungspuncte a
L

.

Durch diesen Punct gehen nach [385] vier Gerade, welche

die Berührungspuncte je einer aus ß und y gezogenen Tan-

gente enthalten. Man nehme zwei dieser Geraden z. B. unter

Beibehaltung der in [385] gewählten Bezeichnung, a
x
b

x
c

x

und a
l
b2 c2 und bezeichne die die Berührungspuncte b

t , b
2

und cv c
2
tragenden Tangenten aus ß und y resp. mit Bv B

2

und C
x , C2

. Bezeichnet man ferner die Gleichungen der Ge-

raden a
x
b

x
ci} a

x
b
2 c2 , aßy resp. mit Z>, = 0, D2

= 0, F= Ö

(nach [230] ist F die Begleiterin sowohl von 2), als auch

von D
2), so kann man die Gleichung der Curve nach [245

Bew. 2] ebensowohl in der Form

Ay By Cy — Dy* F=0,
wie auch in der Form

AyB
2 C2

-D? F=Q
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schreiben. Die linken Theile dieser Gleichungen können sich

daher nur durch einen constanten Factor A2 unterscheiden.

Demnach ist

A
x
B

x
C

{
-D*F== A 2 {A, B2 C2

- B./ F)
oder

A
x
(B

t
C

x

— A2 B
2
C

2)
== F(I)

l -f A D.
2 )

(B
t

— A D
2 ).

Da nun in dieser Gleichung der rechte Then aus drei linearen

Factoren besteht, so muss dasselbe bei dem linken Theile

stattfinden, also muss der Kegelschnitt

B
r
C

x

- A2 B2
C

2
=

aus zwei Geraden bestehen. Dieser Kegelschnitt geht durch

die vier Puncte

{B
X
B.

2), (C.C,), {B,C
2), (2?2 <7,),

von welchen die beiden ersten ß, y sind, und die beiden

letzten mit

(#i <?.) = "12 0*2 C
x ) = A'

2 ,

bezeichnet werden mögen. Nun ist ßy die Gerade F, und

diese kommt rechter Hand vor, daher muss sie auch linker

Hand vorkommen und eine der beiden den Kegelschnitt zu-

sammensetzenden Geraden bilden, mithin ist die andere

x i2 A'21 . Demnach hat man

X
'i2 ^21 = D

\ ± l A
und dann

A
x
= B

x
+ A Bv

Die Verbindungslinie %\ 2
A'

21 , oder (i?, C2 , B2
C

t ) geht also

durch {D
x
B

2)
= a^ hindurch , und ausserdem sind Bj , B 2

und k\
2
A'

21 , A x
zwei Paare zugeordneter harmonischer Strahlen.

(Salmon. pag. 135. Cremona art. 149. b.)

392. Diese Betrachtung lehrt nun genauer kennen,

welche Tangentenschnittpuncte mit jedem der Berührungs-

puncte a in gerader Linie liegen. Es lässt sich nämlich

daraus folgende Regel ableiten: Man wähle unter den vier

nach [385] durch einen der Puncte a gehenden Geraden irgend

zwei aus und nehme diejenigen zwei Tangentenpaare aus ß
und y, deren Berührungspuncte auf diesen beiden Geraden

liegen. Dann geht durch den Punct a die Verbindungslinie

derjenigen zwei Tangentenschnittpuncte , - die man erhält,

wenn man je zwei dieser Tangenten zum Durchschnitt bringt,

deren Berührungspuncte nicht beide zugleich auf einer der
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beiden durch a gehenden Geraden liegen. Wählt man z. B.

unter den vier nach [385] durch ak gehenden Geraden

ak bh ci} ak bi Cht ak b
t
ck , ak bk c

{

die beiden: ak bi ck , ak b
x
ck aus, so geht durch ak die Ver

bindungslinie der Durchschnittspuncte {Bi Ck) und {B
x

C/,)j

(dabei sind die Tangenten B oder C immer mit demselben

Index bezeichnet, welchen der zugehörige Berührungspunct

b oder c trägt.) Ausserdem hat [391] ergeben, dass diese

Verbindungslinie harmonisch zugeordnet ist zu der Tangente

ak a in Beziehung auf die beiden gewählten Geraden ak bi c/l}

ak b
v
ck . Dabei bemerke man zugleich, dass die Berührungs-

puncte der zum Durchschnitt gebrachten Tangenten ebenfalls

in zwei Geraden liegen, die sich aber in einem anderen Puncte a

schneiden ; nämlich nach [385] gehen in unserem Beispiele

bi ck und b
x Ch beide durch ah . Endlich ergiebt sich hieraus,

dass wenn man einen der Tangentenschnittpuncte mit einem

der Puncte a verbindet, welcher mit den Berührungspuncten

der zum Durchschnitt gebrachten Tangenten nicht in gerader

Linie liegt, diese Gerade jedesmal durch einen neuen Tan-

gentenschnittpunet geht. Z. B. Bei Bi Ck liegen bi ck in

gerader Linie mit dh\ dagegen trifft die Gerade

durch (BiCk ) u. ak den Punct {B
x
C/,) wegen des Geradenp. ak bi ck

ak b
x
ck

,, (BiCk) ,, cti ,, „ (BhCy) „ „ „ aibh ck

ai bi c
x

„ {BiCk) „ a
x „ ,, {BkCi) „ „ „ a^biCi

ä^bkCk.

393. Da durch jeden der Berührungspuncte a nach

[385] vier Geraden gehen, die noch je zwei Berührungspuncte

b und c enthalten, und da man diese vier Geraden auf sechs

verschiedene Arten zu je zweien combiniren kann , so gehen

durch jeden Punct a sechs Verbindungslinien von Tangenten-

schnittpuneten.

Um das ganze Tableau dieser Verbindungslinien aufzu-

stellen, seien B
L
B

2 i?
3
i?

4
die vier aus ß, und C, C

2
C3 C4

die

aus y ausgehenden Tangenten, und die Durchschnitte der

letzteren mit den ersteren mögen der in [377] gewählten

Bezeichnung entsprechend, wie nachstehend bezeichnet werden

:
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B
v
B

2 Bz
ß

x

Co

210

C
A
c3 c2

c
x

c
2 o. Ca X

\l
A22 /*33

o, o, Cz »12 A
21 ^34

c, Cy C2 X 1:i
A M ^"31

II

4:t

/// -j '" '11 111

» J4
A 23 f* 32 V 41>

wobei der hinzugefügte Doppelindex sogleich die sieh durch-

schneidenden Tangenten erkennen lässt. Man kann hiermit

folgende Tabelle entwerfen:

Die letztere ist in Be-

ziehung auf die beiden

Geradeupaare durch die Verbindungslinie ersten harmonisch zu-

Bcrührungspuncte nach [385] J der Tangeutenschnittpunctc. geordnet zu

a
y *1 <M «1 h c% a

\
» 12 A

21

«1 h C
l

a
x h c-i a

l
X 13 P"31

«1 *1 Cl «i h c± a
l

in
x

t4
'"«

^j fi

a, 62 C2 «1 h C
Z

a
\
A 23

u!"r 32

a
x

&2 c
2

a
i h ^ a

x

A 24 v"42
a

x *3 c3 a
\ h Ca a

x f*'34 ^4:3

a
2 &i c2

a
2 b» Cl a2 x

iX
A22

a
2 &1 c2

a2 h ca a
2

in
x 14

^'"32 •

a
2 &i c2

a
2 h c

z
a2 71

13 J>"
42

tt
2

tt

ff2 &o H a
2 h c

a
a
2
A 24 F'31

«2 &2 Cl a
2 h c-z a2 A 23 V'"41

«2 h Ca a
2 h Cz a

2 ^33 V44

«3 h C
Z

«
3 h c

a «3 X 14 A 93

th h CZ a
Z h Cl «

3 "ll r*33

«3 h C
Z

«
3 h c2

a
z
x 42 v «

(/.. CC

«3 b. CA «3 h Cl a
s

A
2 j ^34

«3 h CA «
3 h c

2
a
2 A22 ^44

«3 h C\ «
3 \ c2 «

3

in

f
1 32

*'"<,

«4 »1 CA a
x h c

z
Cl
A

31 13 A 24

"4 *i C
A «4 h c

2 a
A »12 ^'34

«4 *i C4 «4 h Cl a
A »11 V44 a

i
a

«4 &2 C
Z

«4 h c2 a
A
A22 ^33

«4 &2 Cz «4 h Cl a
A
A

21 V'43

«4 *3 C* «4 h Cl a
4 f*"si V"42
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394. Aus dem Vorigen folgt ferner, was auch die Tabelle

bestätigt, dass durch jeden Tangentenschnittpunct drei der in

Rede stehenden Verbindungslinien gehen, und zwar gehen

diese durch diejenigen drei Puncte a, welche mit den Berüh-

rungspuncten der zu dem betrachteten Schnittpunct combi-

nirten Tangenten nicht in gerader Linie liegen, während die

Verbindungslinie dieser Berührungspuncte selbst den vierten

Puuct a enthält. So gehen z. B. durch den Punct %n d. i.

(2?j, Cj) die drei Geraden

a
2
%

\\
A-22) % "jl f*33> a4 "ll V44>

während die Berührungspuncte der Tangenten B
x , C1} näm-

lich b
lf c

1
mit a

x
in gerader Linie liegen. Nimmt man daher

die vier Tangentenpaare, deren Berührungspuncte mit dem
nämlichen Puncte a in gerader Linie liegen, sodass dabei

also alle acht Tangeuten zur Verwendung gelangen, so bil-

den deren Durchschnitte ein vollständiges Viereck, dessen

Diagonalpuncte die drei anderen Puncte a sind. Auf diese

Art theilen sicli die 16 Schnittpuncte der zwei Mal vier Tan-

genten B und C in vier Gruppen zu je vieren, so dass jede

Gruppe eines der erwähnten vollständigen Vierecke bildet.

Diese sind

xit
A22 ft33

vu mit den Diagoualpuncten a
2 a

3
</
4

M i2 A n ft 34 v n „ „ „ a^ a
4
a

t

rr i
ff ff ff

%
13 "" 24 f* 31

V 42 V )) ;;
a
4
ü

\
ß
2

71
14 ^ 23 f

1
32 V

4J 5? }} P7
a

\
a
2 ^3

(Cremona art. 149. d.)

395. Man kann nun zeigen, dass die Ecken jedes dieser

vollständigen Vierecke gerade die Tangentenschnittpuncte

sind, welche nach [377] mit den Tangentialpuncten ß und y
in einem Kegelschnitte liegen, indem man direct nachweist,

dass die von diesen beiden Pimcten ausgehenden Tangenten-

büschel B
{
B2

2?
3
B± und C

i
C

2
C

3
C
4

projectivisch sind, und

damit zugleich einen zweiten Beweis des Satzes [376] liefern.

Zu dem Ende bemerke man folgendes: Zieht man aus

einem der Puncte a Strahlen nach den Durchschnitten einer

Tangente B mit den vier Tangenten C, so wird jedesmal

einer dieser Durchschnitte von zwei Tangenten gebildet, deren

Berührungspuncte mit a in gerader Linie liegen, sodass nach
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[394] der durch diesen Schnittpunet gehende Strahl keinen

neuen Tangentenschnittpunct trifft. Die übrigen drei Strahlen

aber treffen neue Tangentenschnittmmcte und zwar solche,

die alle auf derjenigen Tangente C liegen, welche B in dem
zuerst erwähnten Puncte trifft. Bezeichnet man , um dies

zu übersehen, die Indices 2, 3, 4 wieder mit //, ?', k, so können

die Fälle eintreten, dass entweder der Punct a, oder die Tan-

gente B, oder beide, oder endlich keiner von beiden den

Index 1 trägt, wobei in dem letzten Falle noch zu unter-

scheiden ist, ob die Indices von a und B gleich oder ver-

schieden sind. Bestimmt man nun in jedem Falle nach der

in [392] gegebenen Regel mit Rücksicht auf [385] die zu-

sammengehörigen Schnittpuncte, so erhält man folgendes:

1) Ist der Punct al} die Tangente Bl} so gehen die

Verbindungslinien^ von a
{
mit B

x
C

x
B

x
Ch B

x
C/ B

x
Ck

auf's Neue durch — B/
t
C

i
B{C

X
Bk Cx

.

und die neuen Schnittpuncte liegen auf C
i

.

2) Ist der Punct a
[}

die Tangente B/„ so gehen die Ver-

bindungslinien von a
i
mit B/

l
C

l
BhCh B/,Ci BhCk

aufs Neue durch B
x
Ch — BiCh Bk Ch ,

und die neuen Schnittpuncte liegen auf Ch.

3) Ist der Punct ah, die Tangente B
{
, so gehen die Ver-

bindungslinien von üh mit B
t
C

x
B

x
C/

t
B

x
Ct B {

Ck
auf's Neue durch Bh C/t

— Bk Ch BiCh ,

und die neuen Schnittpuncte liegen auf Ch.

4) Ist der Punct ah , die Tangente Bh , so gehen die Ver-

bindungslinien von ah mit BhCx
Bh Ch BhCi Bk Ck

aufs Neue durch — B
X
C

X
Bk C

x
BiC

{ ,

und die neuen Schnittpuncte liegen auf Cv
5) Ist der Punct ah, die Tangente B,-

}
so gehen die Ver-

bindungslinien von ah mit BiC
x
B;C/

t
Bt Ci B;Ck

aufs Neue durch Bh Ck B x
Ck Bk Ck —

.

Es tritt also das Behauptete in allen Fällen ein, das sich

nun auch so aussprechen lässt : Die von einem der Puncte a

nach den Schnittpuncten einer Tangente B mit den vier

Tangenten C gehenden Strahlen treffen eine der Tangenten C
in den vier Durchschnittspuncten derselben mit den vier

Tangenten 2?; und zwar gehören der Punct, die erstere Tan-
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gente B und die letztere C in derselben Art zusammen, wie

drei in gerader Linie liegende Berührungspuncte , nämlicli

a
\ &i @i o-\ Bh C), üh Bl

C/t ah B/t Ct
ct/

t B{ C&.

Wir knüpfen nun die weitere Erörterung an einen bestimmten

Fall an, da aus dem oben Gesagten hervorgeht, dass die übri-

gen Fälle ebenso behandelt werden können.

Betrachten wir die Strahlen aus «
1

nach den Durch-

schnitten xn , x\ 2, x"m x'"u von B
t
mit den vier Tangenten C,

Fig. 33.

(Fig. 33.), so liegt der Büschel der letzteren mit dem ersteren

Strahlenbüschel perspectivisch , daher ist

a
x ll5

*'
lw

ä"
13> x"14) A V (ci

c2 cs
ai)>

Nun schneiden aber die vier Strahlen aus «
1

die Tangente C\

in den Puncten xn , A'
21 , ft"31 , v"\ Xi so dass man statt des

vorigen auch schreiben kann
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«1 On; A
'

2 i t V>'\u v'"-n) A y (C\ C
2
C, 6'.,),

und da diese neuen Puncte die Schnitte von C
i
mit den vier

Tangenten B sind, so ist auch

«1 («ii , * « » 5*"si >
v
'"

4 l) A ß (#i ^2 #3 ^4 );

mithin

ß(B
{
B

2
B

3
B

4) 7\ yfrCttyCji

und dies ist Satz [376]. Die Schnittpuncte der sich projec-

tivisch entsprechenden Strahlen aber liegen mit ß und y in

einem Kegelschnitt und bilden zugleich das vollständige Vier-

eck nn A22 ju-33 v4v welchem der Punct a
{
nicht als Diagonal-

pimct zugehört. (Cremona. art. 149. c.)

396. Verbindet man ß und y durch gerade Linien mit

dem Puncte a l} welcher in dem vollständigen Viereck

«u ^22 ^33 v44 nivtt als Diagonalpunct auftritt, so sind für

den Kegelschnitt, welcher durch diese Puncte und durch ß} y
geht, ßa

t
und ya

{
die Tangenten in ß und y, d. h. a

x
ist

der Pol der Geraden ßy in Bezug auf diesen Kegelschnitt.

Beweis. (Fig. 33.) Nach [395] schneiden die projec-

tivischen Strahlbüschel ß {B
x
B

2
B3

B
4 )

und y (C\ C
2
C3

C
4 )

die

Tangenten C\ und B
y
resp. in den Puncten x

lt
A'

2 ,
fi"31 v'"

4[

und xn jc'12
x"13

«'"
14, und diese liegen paarweise in Strahlen,

die von «
1
ausgehen. Man erhält daher auf 6', und B

i
zwei

projectivische und perspectivisch liegende Punctreihen, deren

entsprechende Puncte, mit ß und y verbunden, entsprechende

Strahlen dieser beiden Strahlenbüschel liefern. Zieht man also

durch a
i

eine beliebige Gerade, welche C
l
und B

x
in y und

x schneidet, so sind ßy und yx entsprechende Strahlen und

schneiden sich daher auf dem in Rede stehenden Kegelschnitte.

Rückt aber x nach ß, so verwandeln sich ßy und yx in ßa
{

und yß, und da nun ßa^ der Verbindungslinie ßy der beiden

Mittelpuncte der Strahlenbüschel entspricht, so berührt ß a
{
den

Kegelschnitt in ß. Rückt dagegen y nach y , so entsprechen

sich ß y und y « 1
und daher berührt auch y a^ den Kegelschnitt

in y. (Salmon. Theoremes sur les courbes de 3. degre. Crelle's Journ.

Bd. 42. Cremona. art. 149. e.)

397. Wendet man dieselbe Betrachtung auch auf «2,

ai} aA an, so folgt: Legt man aus zwei Puncten ßy, einer
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Curve 3. 0. die Tangenten an dieselbe, so liegen die Pole

der Geraden ßy in Beziehung auf die vier Kegelschnitte, in

denen sich die 16 Durchschnitte jener Tangenten befinden

[377], auf der Curve und bilden das Punctquadrupel, dessen

Tangentialpunct der Punct a ist, in welchem ßy die Curve

trifft. [Cremona. art. 149. e.)

398. Und daher: Die Pole von ßy in Beziehung auf

drei beliebige jener vier Kegelschnitte sind die Diagonalpuncte

des vollständigen Vierecks, dessen Ecken gebildet werden

von denjenigen vier Tangentenschnittpuncten , die auf dem
vierten Kegelschnitte liegen. [Cremona. art. 149. e.)

399. Endlich folgt noch aus [394]: Verbindet man die

Berührungspuncte derjenigen vier Tangentenpaare, deren

Durchschnitte auf demselben Kegelschnitte liegen, durch ge-

rade Linien, so schneiden sich diese in demjenigen Puncte a,

der in dem Viereck der Tangentenschnittpuncte nicht als

Diagonalpunct auftritt.

§. 5.

400. Nimmt man vier beliebige Puncte p± p2 p3 p4
als

Basispuncte eines Kegelschnittbüschels und bestimmt zu einem

beliebigen fünften Puncte p die Polaren in Bezug auf sämmt-

liche Kegelschnitte des Büschels, so schneiden sich diese Po-

laren in einem Puncte q (dem zu p in Beziehung auf den

Kegelschnittbüschel conjugirten Pole) [111], und bilden einen

Strahlenbüschel, welcher mit dem Kegelschnittbüschel projec-

tivisch ist [114]. Erzeugt man nun durch diese beiden Büschel

nach [236] eine Curve 3. 0., so ist diese zugleich der geo-

metrische Ort der Berührungspuncte der von p an die Kegel-

schnitte gehenden Tangenten. (Salmon. On curves of the third

order. Phil. Trans, vol. 148. pag. 535.)

Beweis. Die Curvenpuncte sind die Durchschnitte je-

des Strahles mit dem ihm entsprechenden Kegelschnitte [236].

Da nun hier jeder Strahl demjenigen Kegelschnitte entspricht,

welchem der Strahl als Polare von p zugehört, so sind jene

Durchschnitte zugleich die Berührungspuncte der aus p an

den Kegelschnitt gehenden Tangenten [96]. [Cremona. art. 147.)

401. Die nach [400] erzeugte Curve 3. 0. geht nicht
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bloss durch die Basispuncte p x P2P3P4 (les Kegelschnittbüschels,

und durch den Mittelpunct q des Strahlenbüschels [236J, son-

dern sie geht auch durch /; und berührt hier den durch p
gehenden Kegelschnitt K des Büschels.

Beweis. Die Tangente an K in p ist die Polare von

p in Bezug auf K [99]; sie geht daher durch q und bil-

det den dem Kegelschnitt K entsprechenden Strahl ; die bei-

den zugehörigen Curvenpuncte fallen also in p zusammen,

und folglich haben K und die Curve im Puncte p die Gerade

pq zur gemeinschaftlichen Tangente. (Cremona. art. 147.)

402. Legt man durch p eine beliebige Gerade G, so

sind die Durchschnitte s
{

s2 derselben mit der Curve 3. 0.

die Doppelpuncte der Involution, welche nach [115] auf

der Geraden G durch den Kegelschnittbüschel [p i p2 p3 p^\
erzeugt wird.

Beweis. Nach [400] sind s
i

s
2

die Puncte, in welchen

die Gerade G Kegelschnitte des Büschels berührt. Diese be-

rührt aber nach [118] in der That zwei derselben, und zwar

sind die Berührungspuncte die Doppelpuncte der erwähnten

Involution. (Cremona. art. 147.)

403. Bei der nach [400] erzeugten Curve 3. 0. sind

die Geraden ppi7 pp2 , pp%, pp± die von p an die Curve

gehenden Tangenten, also p x p2 p% p4
das zu p als Tangential-

punct zugehörige Punctquadrupel.

Beweis. Die Durchschnitte der Geraden pp x
mit der

Curve sind nach [402] die Puncte, in denen zwei Kegel-

schnitte des Büschels [p t p2 ps p4 ]
diese Gerade berühren.

Da aber diese Kegelschnitte auch durch p {
gehen, so müssen

die Berührungspuncte beide in p x
liegen, sonst hätte die

Gerade pp x
mit jedem der beiden Kegelschnitte drei Puncte

gemein. Die beiden Durchschnitte der Curve mit der Ge-

raden pp x
fallen also in p x

zusammen, oder diese Gerade be-

rührt die Curve in pv Ebenso ist es bei den Puncten p2 ,

jp„, p,. (Cremona. art. 147.)

404. Durch ein Punctquadrupel p x p2 p3 pi
und den zu-

gehörigen Tangentialpunct p ist eine Curve 3. 0. eindeutig

bestimmt, (dabei können diese fünf Puncte beliebig ange-

nommen werden, nur so, dass keine drei von ihnen in ge-
Durüke, Curven dritter Ordnung. 15
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rader Linie liegen); und zwar ist diese Curve die nach [400]

erzeugte.

Beweis. Da in jedem Puncte des Quadrupels zwei

Curvenpuncte auf der durch p gehenden Tangente vereinigt

sind, so hat man im Ganzen neun gegebene Curvenpuncte.

Von diesen liegen drei, z. B. p und die beiden in p 1
ver-

einigten Puncte in einer Geraden, die übrigen sechs aber

liegen paarweise in p 2} pz , p4 vereinigt, und zwar so, dass die

Verbindungslinie jedes Paares durch p geht. Daher kann

durch die letzteren sechs Puncte niemals ein Kegelschnitt

gelegt werden, weil drei Tangenten eines solchen sich nie-

mals in einem Puncte schneiden. Folglich [223] kann durch

die obigen neun Puncte nur eine einzige Curve 3. 0. gelegt

werden. Erzeugt man nun aus den gegebenen Puucten eine

Curve 3. 0. nach [400], so bilden in dieser nach [403]

pi p2 p 5 pi
ein Quadrupel, dessen Tangentialpunct p ist.

Mithin ist die letztere Curve 3. 0. mit der ersteren identisch.

405. Man hat daher zusammenfassend: Die durch ein

Punctquadrupel p i p2 p3 p± und den zugehörigen Tangential-

punct p bestimmte Curve 3. O. wird auch erzeugt durch den

Kegelschnittbüschel [P1P2.P3.P4] un<^ den Strahlenbüschel [q],

welcher vbn den Polaren von p in Beziehung auf die Kegel-

schnitte des ersteren Büschels gebildet wird, und ist der geome-

trische Ort der Berührungspuncte der ausp an die Kegelschnitte

des Büschels gehenden Tangenten [400]. — Der durch p
gehende Kegelschnitt dieses Büschels berührt die Curve in p

[401], er ist die conische Polare des Punctes p [270]; die

Tangente in p ist die Gerade pq [401]. Die Puncte s/, s
2,

in welchen eine durch p gehende Gerade G die Curve schnei-

det, sind die Puncte, in welchen zwei Kegelschnitte des

Büschels diese Gerade berühren, und auch die Doppelpuncte

der durch den Kegelschnittbüschel auf G erzeugten Involution

[402].

406. Legt man durch ein Punctquadrupel einer Curve

3. 0. einen Kegelschnitt, und an diesen eine Tangente in

einem seiner beiden weiteren Durchschnitte mit der Curve,

so geht diese Tangente durch den Tangentialpunct des Qua-

drupels. — Aus [405].

407. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ein
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Punctquadrupel p x p2 p3 pA
und den zugehörigen Tangential-

punct p gegeben ist, die Durchschnitte s, s
2
einer durch p

gehenden Geraden G mit der Curve zu bestimmen.

xVuflösung. Man bestimmt die durch den Kegelschnitt-

büschel [p t p2 p% Pi] auf G erzeugte Involution, indem man
die Durchschnitte vou G mit den Geradenpaaren p s p2f p3 px \

P\ P% > Pi Pi'i Pi P\ ) Pi P3 aufsucht , und construirt nach [75]

die Doppelpuncte dieser Involution, so sind diese die gesuchten

Puncte s
i
und s

2 [405].

408. Nimmt man die Puncte eines Quadrupels als Basis-

puncte eines Kegelschnittbüschels, so ist der zu dem Tangen-

tialpuncte p des Quadrupels in Bezug auf den Kegelschnitt-

büschel conjugirte Pol q der zu p zugehörige Tangential-

punct. — Aus [405], denn q liegt auf der Curve, und die

Gerade pq berührt die Curve in p. [Cremona arfc. 147.)

409. Hieraus folgt aufs Neue der Satz [388], dass

nämlich die Diagonalpuncte des Vierecks P1P2P3P1'

P = (P1P2, PsPdi f= O1P3; P*Pd> P"= (P\PvPtPz)

mit p zusammen das Punctquadrupel von q bilden. Denn
die Geradenpaare (pxp2, psp4) {p ipi,P2Px) {ihPv P2Pz) bilden

drei Kegelschnitte des Büschels. Daher vertreten pp', pp",

pp" die Stelle von Tangenten und p } p", p" die Stelle von

Berührungspuncten. Mithin liegen diese Puncte auf der

Curve [405]. Da ferner der Tangentialpunct q von p der

conjugirte Pol zu /; ist in Bezug auf den Kegelschnittbüschel,

so sind q(p
'

p"
'
p") die Polaren von p in Bezug auf die drei

Geradenpaare, und da jede dieser Polaren den entsprechenden

Kegelschnitt (das Geradenpaar) in zwei zusammenfallenden

Puncten schneidet, so schneidet sie auch die Curve in zwei

zusammenfallenden Puncten und berührt daher die Curve.

Demnach bildet pp
'
p '

p'" das Quadrupel, welches dem Puncte q

als Tangentialpunct zugehört. (Cremona art. 147.)

410. Auf der die Curve in p berührenden Tangente pq
sind p und dessen Tangentialpunct q die Doppelpuncte der

Involution, welche auf pq durch den Kegelschnittbüschel

\_P\PiP?,P\\ erzeugt wird. — Denn in p und q (da q auf der

Curve liegt) wird die Gerade pq von zwei Kegelschnitten

des Büschels berührt [405].

15*
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411. Der einem Punctquadrupel PiP2PzPi gegenüber-

liegende Punct [239] ist der Tangentialpunct q des Tangen-

tialpunctes p des Quadrupels, oder der zweite Tangentialpunct

des Quadrupels. — Aus [408], denn q ist zugleich der Mittel-

punct des Strahlenbüschels, welcher mit dem Kegelschnitt-

büschel \_P\P2P^P^\ ^e Curve erzeugt [405]. (Cremona art. 147.)

412. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ein

Punctquadrupel p lp2PsP4 UJ1^ den zugehörigen Tangential-

punct p gegeben ist, den Tangentialpunct q von p, und das

zu q gehörige Punctquadrupel zu construiren.

Auflösung. An dem durch die fünf gegebenen Puncte

P PiP-iPzPi gehenden Kegelschnitte construire man die Tan-

gente t in p, schneide dieselbe mit einem der drei durch

p ip2pspi
gehenden Geradenpaare, z. B. mit p yp2

in a und

mit PzPt in ß, und bestimme in Bezug auf aß den zu p zu-

geordneten harmonischen Punct, so ist dies der verlangte

Tangentialpunct q. Denn da nach [410] p der eine Doppel-

.
punct der auf der Tangente t durch den Kegelschnittbüschel

\PiPiPiP\[ erzeugten Involution ist, so wird in Folge dieser

Construction q der zweite Doppelpunct [40], und daher [410]

der verlangte Tangentialpunct. — Bezeichnet man ferner mit

P P" P" die Durchschnitte

P = (P\P2 , PzPi)> P" = (PiPv P2P4) 1 P" = (PiPi, PiPz)>

so bilden p, p', p",
p"' das zu q gehörige Punctquadrupel [409].

{Em. Weyr 1. c. [378] pag. 637.) Vgl. [487.]

413. Wenn der einem Punctquadrupel zugehörige Tan-

gentialpunct p mit zwei Diagonalpuncten , z. B. p'
}
p" des

Quadrupels in gefader Linie liegt, so ist der dritte Diagonal-

punct p"' ein Wendepunct, und die Gerade p p" dessen har-

monische Polare. — Aus [374], denn p p' p" sind nach [409]

die Berührungspuncte dreier von einem Curvenpuncte aus-

gehender Tangenten. Der Berührungspunct p'" der vierten

Tangente aber fällt dann .mit dem Wendepuncte zusammen.

414. Wenn vier Puncte p L p2 p3 pi
einer Curve 3. O.

so liegen, dass die Diagonalpuncte p p" p" des von jenen

gebildeten vollständigen Vierecks sich ebenfalls auf der Curve

befinden, so ,bilden die ersteren vier Puncte ein Punctqua-

drupel, d. h. sie haben einen gemeinschaftlichen Tangential-
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punct, und dieser bildet dann nach [409] mit den Diagunal-

pimcten p p" p" ein neues Punctquadrupel. {Em. H'eyr 1. c.

[378] pag. 639.)

Beweis. Die Geradenpaare p'iPxPoiP.iPi) undp"(p i Pz,p.ip i )

bilden ein vollständiges Vierseit, dessen Ecken P\P2 P.iP\P'
p"

auf der Curve liegen. Nach [379] sind daher die gegenüber-

liegenden Ecken p, p 4
correspondirende Puncte, haben also

einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct ; ebenso auch/>
2 y; :;

.

Nun bilden aber auch p" (p x p3 , P2 Pa) un(l P'"(PvPv P2P3) e in
vollständiges Vierseit, dessen Ecken p { p.,j)% p i

p" p'" auf der

Curve liegen. Mithin sind auch p l p2
correspondirende Puncte,

und ebenso p3 p4 , und folglich haben alle vier Pimcte den-

selben Tangentialpunct.

415. Alle Curven 3. 0., welche durch die Ecken p^p^P.^Px

und die Diagonalpuncte p' p" p'" eines vollständigen Vierecks

gelegt werden können, haben die ersteren vier Puncte zu

einem Punctquadrupel, und der gemeinschaftliche Tangential-

punct des letzteren (der für jede Curve ein anderer sein wird)

bildet mit p p" p" ein neues Punctquadrupel. — Aus [414].

{Em. H'eyr 1. c. [378] pag. 639.)

416. Ist von einer Curve 3. 0. ein Punctquadrupel ge-

geben, d. h. vier Puncte von der Beschaffenheit, dass sie

einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct besitzen, ohne dass

jedoch dieser letztere gegeben ist, so ist die Curve bestimmt,

wenn noch zwei weitere Curvenpuncte Sj s2 gegeben sind:

(Eine Ausnahme siehe [419]). — Denn da die Curve auch

immer durch die Diagonalpuncte des Quadrupels geht [409],

so sind durch das letztere sieben Curvenpuncte gegeben.

417. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ein

Punctquadrupel pt p2 p3 p± und zwei weitere Curvenpuncte

s
i

s2 gegeben ist, den dem Quadrupel zugehörigen Tangential-

punct p zu construiren.

Auflösung. Man construire an den beiden durch

Pi P2 P3P4 s
\
UEd durch p i p2 p« p4

s.-, gehenden Kegelschnitten

die Tangenten in s
1
und s2 . Der Durchschnitt dieser beiden

Tangenten ist der gesuchte Tangentialpunct p. — Denn die

in einem Schnittpuncte s± oder s
2
der Curve mit einem durch

das Quadrupel gehenden Kegelschnitte an diesen gelegte

Tangente muss durch/? gehen [406]. [Em. H'eyr. 1. c. [378] pag. 64(U
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418. Für alle Curveu 3. 0., welche durch die Eckeu

P\ P% P3 Pi un(^ die Diagonalpuncte p' p" p"' eiues vollständigen

Vierecks, und ausserdem durch einen achten Punct s
i
gehen,

(welche Curven also [415] die Puncte p x p2 p3 j?4
zu einem

Punctquadrupel haben) liegen die diesem Punctquadrupel zu-

gehörigen Tangentialpuncte p auf der Geraden s
x
s
2,

welche s
x

mit dem zu s
t
in Bezug auf den Kegelsclmittbüschel [P\P2 P3Pi]

conjugirten Pole s
2
verbindet.

Beweis. Die Puncte st} s
2

sind die Doppelpuncte der

auf der Geraden s
x
s
2
durch den Kegelschnittbüschel [p ip2pspi \

erzeugten Involution, oder die Puncte, in welchen zwei Kegel-

schnitte dieses Büschels die Gerade s
x
s2 berühren [119]. Da

also die Gerade s
±
s2 den Kegelschnitt p x p2 pz p4

s
x
in s

x
und

den Kegelschnitt p x p2 p 3 pA
s2 in s2 berührt, so geht sie nach

[406] durch/?; variirt man daher die Curve, während p 1 p2ps pi

uud s
lf

und folglich auch s
2

fest bleiben, so liegt p jedesmal

auf S
x
S
2

.
(Em. Weyr. 1. c. [378] pag. 640.)

419. Alle Curven 3. 0., welche durch die in [418] an-

gegebenen acht Puucte gehen, schneiden sich ausserdem in

dem zu s
{
in Bezug auf den Kegelschnittbüschel [P1P2P3P4]

conjugirten Pole s
2

. — Denu aus [418] geht unmittelbar her-

vor, dass auch s
2
jedesmal auf der Curve liegen muss, da er

der Berührungspunct einer aus p an einen Kegelschnitt des

Büschels gehenden Tangente ist. (Em. Weyr 1. c. [378] pag. 640.)

Zusatz. Hieraus folgt die in [416] erwähnte Ausnahme.

Nämlich eine Curve 3. 0. ist durch ein Punctquadrupel

P\ Pi Pz Pa und zwei weitere Curveupuncte s
x
s
2
dann und nur

dann nicht eindeutig bestimmt, wenn s
{
und s2 conjugirte

Pole in Bezug auf den Kegelschnittbüschel [_P x P2 P3 P4] sind.

420. Aufgabe. Für alle Curven 3. 0.,.. welche durch

die Ecken px p2 pz px
und die Diagonalpuncte p' p" p'" eines

vollständigen Vierecks und ausserdem durch einen achten

Punct s
t

gehen, den gemeinsamen neunten Durchschnitts-

punct s2 zu construiren.

Auflösung. Man construire die Polaren von s
l
in Be-

ziehung auf zwei der drei Geradenpaare, welche durch p 1 p2p3p4

gehen. Der Durchschnitt dieser beiden Polaren ist der ge-

suchte Punct s
2

. — Aus [419], denn der so construirte Punct s
2
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ist der zu s
{

in Beziehung auf den Kegelschnittbüschel

[P\ Pi Pa Pi] COnjugirte Pol. (Em. Weyr. 1. c. [378] pag. 640.)

421. Zieht man aus einem Curvenpuncte a eine beliebige

Gerade, welche die Curve in ß, y schneide, und eine Tangente

a a
l
mit dem Berührungspuncte a

{ , ferner aus «, die vier

Tangenten mit den Berührungspuucten p x P2 Pz P\ }
so liegen

die letzteren vier Puncte mit ß y in einem Kegelschnitte.

Beweis. Der dem Punctquadrupel p x p2 pz p {

gegenüber-

liegende Punct ist a [411], daher liegen ß y mit diesem Qua-

drupel in einem Kegelschnitte [244 Zus.].

422. Seien ct., ß, y drei Curvenpuncte in gerader Linie,

a
x
a

2
«
3
«
4
das zu a, und p x p 2 pz p4

das zu öt
1
gehörige Punct-

quadrupel, ferner B
x
B2 Bs

B
i ; C

x
C2 C.> C, die resp. aus ß und

y an die Curve gehenden Tangenten. Bezeichnet man dann

wie in [393] mit- x n A
22 ft33 vu die Tangentenschnittpunete

(B
x
C

y ), (B
2
C
2), (B

3
C

S ), (B
i
C4), welche nach [395], [377]

mit ß y in einem Kegelschnitte liegen, so geht dieser Kegel-

schnitt ß y x
iX

A22 ft 33 vu auch durch p { p2 p^px
.

Beweis. Die Puncte a
2
a
3
«
4

sind nach [394] die Dia-

gonalpuncte des Vierecks xu X22 jLt
33 v

44 , zugleich aber nach

[409], [388] auch die Diagonalpuncte des Vierecks p { p2 PiP\-
Mithin ist [108] das Dreieck a

2
a
%
ax sowohl allen Kegelschnitten

des Büschels [xn A22 fi33 vu ], als auch allen Kegelschnitten

des Büschels [p x p2 pz p^\ conjugirt. In jedem dieser beiden

Büschel aber giebt es einen Kegelschnitt, der durch ß , y geht

[421]. Diese beiden Kegelschnitte haben also zwei Puncte

/3, y gemein und sind demselben Dreieck a
2
a
z
a
4

conjugirt,

folglich [110] müssen sie noch drei weitere Puncte mit einan-

der gemein haben und daher identisch sein. (Cremona. art. 149 f.

Sam. Roberts. On tli-e intersections etc. Quart. Journ. III. pag. 121.)

423. Bezeichnet man, um den vorigen Satz vollständig

zu haben , die Berührungspuncte der Tangenten

aus a
x
mit p { p 2 pz p4

„ a
2 „ q x q2 qz qi

>, «3 » r
i
r
2
r3 r

i

,, ff
4 „ s

{
s
2

s
3

s
4 ,

und wendet für die Durchschnitte der Tangenten B und C
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die Bezeichnung von [393] an, so liegen folgende Puucte in

Kegelschnitten

:

ßyxn A22 ^33 vu PtPzPzPi

ß V *>n V%\ ^'34 v'43 Qi Qz °s U
ß V x"n r24 f*"si v"n r

i
r
i
r3 r

i

p y X
14

A
jg [l 32 V

41 S
t

S
2

S3 S±.

§• 6.

424. Sind ad, bb', cc drei beliebige Punctepaare, so ist

der geometrische Ort der Puncte p, für welche die drei Strah-

lenpaare p (ad bb' cc) conjugirte Paare einer Involution bilden,

eine Curve 3. 0., welche hindurchgeht durch die sechs ge-

gebenen Puncte und ausserdem durch die drei Punctepaare
;

welche durch je zwei der gegebenen Paare bestimmt werden,

d. h. [82] durch die Durchschnitte

(b c, b' c') = f, (c a, c d) = g, (a b, d b') = k

(b c
f

, V c) — f, (c a, c d) = g, (a b
r

, d b) = h'.

Beweis. Bezeichnet man die Strahlen p a, p d , etc.

kurz durch a, d , etc., so ist die Bedingung der Involution

nach [67] durch jede der folgenden vier Gleichungen ausge-

drückt

sin (a b') sin (b c) sin (c d) = sin (a c) sin (b d) sin (c b')

sin (a b') sin (b c )
sin (c'd) = sin (a c) sin (b d) sin (cb')

sin (b c) sin (c a ) sin (d b') = sin (b a ) sin (c V) sin (de)

sin (c d) sin (ab) sin (b'c) = sin (cb) sin (a c) sin (b'd).

Diese Gleichungen kann man etwas umformen. Bezeichnen

nämlich a,d,ß,ß'... die Winkel, welche die Strahlen a,d,b,b',...

mit einer beliebig angenommen x-Axe einschliessen, so treten

durch deren Einführung statt der Winkel (a b'), (b c) ...

die Differenzen a — ß'
, ß — y ... auf (oder vielmehr deren

entgegengesetzte Werthe, was aber die Gleichungen unge-

ändert lässt). Entwickelt man nun die Sinus dieser Differenzen

und dividirt mit dem Product aller sechs Cosinus, so werden

die Gleichungen von der Form

(tg a - tg ß') (tg ß - tg /)... = .. .
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Lässt nian dann die Buchstaben a, ß, . . . stult der Winkel

die Tangenten derselben bedeuten, so verwandeln sich die

vorigen Gleichungen in folgende:

(« - ß') (ß - /) (y - «') - (« - y) (0 - «0 (y - 00

(« - /T) (0 - y ) (y -«') = («- y ) iß - «0 (y - ß')

(ß -?'){?-«) («' - P) = (ß - « ) (y - ^') («' - y')

(y -«)(«- ^ )
(0' - /) — (y ~ ß ) (« -*- v) & - «')•

Nun kann man jede dieser Gleichungen als eine Curve dar-

stellend auffassen, natürlich alle derselben Curve angehörend,

da alle vier nur dasselbe besagen. Bezeichnet man nämlich

mit x, y die rechtwinkligen Coordinaten der Puncte p, a,b, ...,

indem man diese Buchstaben als Indices zu x, y hinzufügt,

so ist
;
da z. B. a die Tangente des Winkels bedeutet, welche

die Gerade p a mit der x-Axe bildet,

Vp — Va

und ebenso

«-/r = ^- y« -^:i^, etc.
xp xa x

p
XV

Daher bedeutet z. B. a — ß' = bei veränderlichen xp , yp
die Gleichung der Geraden a V , und ebenso bei den übrigen.

In dieser Gestalt sind daher die vorigen Gleichungen ver-

schiedene Formen der Gleichung des gesuchten geometrischen

Ortes, und dieser ist somit eine Curve 3. 0. Drückt man
den linken Theil der Gleichung, welche eine Gerade a b' dar-

stellt, kurz durch a b' aus, so kann

Gleichungen auch schreiben:

ab' . b c . c a = a d . b d
ab' .b c . c ' a = a c . b d
b c . c a . a'b' = b a . c b'

cd . ab .b'c' = cb .ad

Die Gleichung I. zeigt, dass diese Curve hindurchgeht durch

die Durchschuittspuncte

{ab', ad) = a, (ab', bd) = h\ (ab', cb') = b'

(bc'
}
ad) = c

,
(b d, bd) = b, (bd, cb') = f

(cd, ad) = ff', (c d, bd) = d, (c d, cb') = c,

m man die vorigen

c b' . . . I.

cb' ... IL

ad . . . III.

b'd ... IV.



234 Curven dritter Ordnung. [424.

sodann IL, dass sie ausserdem geht durch

(b c, c'b') = f (cd, a c) == g\

endlich III.
;
dass sie auch geht durch

(ab' , ba) — h.

{Cayley. Memoire sur les courbes du troisieme ordre. Liouville Journ.

Bd. 9. pag. 287.)

4:25. Wenn eine Curve 3. 0. durch irgend zehn von den

zwölf Puncten ab c, d b' c , f g h, f g ti [424] geht, so geht

sie auch durch die beiden übrigen und hat die Eigenschaft,

dass die von jedem ihrer Puncte p nach den Punctepaaren

aa', bb', cc' gehenden Strahlenpaare in Involution sind. —
Denn durch zehn Puncte kann niemals mehr als eine Curve

3. 0. gehen; da nun der in [424J bestimmte geometrische Ort

der Puncte p durch alle zwölf Puncte geht, so muss eine Curve

3. 0., welche durch zehn dieser Puncte geht, dieser geome-

trische Ort sein.

Zusatz. Dasselbe gilt, allgemein zu reden, schon von

einer Curve, welche durch neun jener Puncte geht, aber diese

können dann nicht beliebig unter den zwölf gewählt werden,

sondern nur so, dass sie nicht die Durchschnitte von zwei

Mal drei Geraden bilden. {Cayley. 1. c..[424] pag. 288.)

426. Wenn zwei Punctepaare so auf einer Curve 3. 0.

liegen, dass das durch sie nach [82] bestimmte dritte Puncte-

paar sich ebenfalls auf der Curve befindet, so sollen sie cor-

respondirende Punctepaare heissen. (Cayley 1. c. [424] pag.

288.)

427. Sind aa', bb' zwei correspondirende Punctepaare

einer Curve 3. 0., und ist das Paar cc correspondirend mit

aa\ so ist es auch correspondirend mit bb', und die aus jedem

Puncte der Curve nach den Punctepaaren aa', bb', cc gehenden

Strahlenpaare sind conjugirte Paare einer Involution.

Beweis. Die Paare ad, bb' bestimmen das Paar hh ';

aa', cc bestimmen gg' [424]. Diese zehn Puncte liegen der

Annahme nach auf der Curve; demnach [425] liegt auch das

durch bb', cc bestimmte Paar//' auf der Curve, d. h. bb', cc'

sind correspondirende Punctepaare, und die Curve 3. 0. ist

der geometrische Ort der Puncte p, von welchen die Strahlen
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p{aa.\bb'
}
cc) eine Involution bilden [425] . {

r:^?/'<
,y I. c. [424]

pag. 288.)

428. Zwei correspondirende Punctepaare ad, bb', d. h.

zwei so auf der Curve liegende Punctepaare, dass das durch

sie bestimmte dritte Punctepaar cc ebenfalls auf der Curve

liegt, sind auch stets zwei Paare correspondirender Puncte,

(d. h. jedes Paar hat einen gemeinschaftlichen Tangential-

punct). — Aus [379], denn die drei Punctepaare ad, bb', cc

bilden dann die Ecken eines vollständigen Vierseits [82 1.

Das Umgekehrte gilt aber nicht. Vgl. [489, 491].

Achter Abschnitt.

Conjugirte Pole der Hesse'schen Curve.

§• 1.

429. In Beziehung auf einen Kegelschnitt hat jeder

Punct x unendlich viele conjugirte Pole, nämlich alle auf der

Polare von x liegenden Puncte [95]. In Beziehung auf einen

Kegelschnittbüschel hat jeder Punct x im Allgemeinen einen

einzigen bestimmten conjugirten Pol [111], nur wenn x der

Durchschnitt der Verbindungsgeraden je zweier Basispuncte

des Büschels ist, hat er unendlich viele Pole, nämlich alle

Puncte der alsdann gemeinschaftlichen Polare von x in Be-

zug auf alle Kegelschnitte des Büschels [106]. In Beziehung

auf ein Kegelschnittnetz aber, oder in Beziehung auf drei

Kegelschnitte, die sich nicht in vier gemeinsamen Puncten

schneiden, hat nicht jeder Punct einen conjugirten Pol, d. h.

nicht für jeden Punct x schneiden sich die drei Polaren

in Beziehung auf die drei Kegelschnitte in einem und dem-

selben Puncte, sondern damit diese Eigenschaft stattfinde,

muss x besondere Lagen haben.

430. Die Puncte x, welche in Beziehung auf drei be-

liebig gegebene Kegelschnitte u = , v = 0, 10 = einen

conjugirten Pol haben, liegen sammt ihren conjugirten Polen

auf einer Curve 3. 0., welche zugleich der geometrische Ort

dieser Puncte ist.
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Beweis. Seien xif x2, x3
die Variabel der Functionen

u, v, iv, und man bezeichne die partiellen Differentialquotienten

5— etc. durch ut, etc. Dann haben die Polaren von x indx
i

Bezug auf die drei Kegelschnitte u = 0, v = 0, w = bei

veränderlichen yt y2 y%
nach [95] die Gleichungen

V\ u
\ + V% ui + 2/s

ui = °

(!) */l
y

i + 2/2
V
2 + 2/3 V3 = °

V\ W i + Vi W2 + 2/3 «»8 = °-

Sollen diese drei Geraden sich in einem Puncte schneiden,

so ist dazu erforderlich und hinreichend, dass

(?)

tt'l Wo

V
\

V2 V
3

W. W Wc

—

ist. Da die Functionen der xi, welche die Elemente dieser

Determinante bilden, vom ersten Grade sind, so ist der geo-

metrische Ort der Puncte x eine Curve 3. 0. — Der zu einem

der Puncte x conjugirte Pol y, in welchem sich die drei Ge-

raden (1) schneiden, liegt auf derselben Curve 3. 0. Denn
diese Gleichungen stellen sich kurz dar [1] durch

49 (ux) = 0, Jy
(vx) = 0, Ay {wx) = 0.

Da aber die Functionen u, v, w vom zweiten Grade sind, so

lassen sich dieselben Gleichungen auch darstellen [5] durch

AX (lly) = , Jx (Vy) = , dx (tVy) = 0,

d. h. wenn die u, v, w als Functionen der y betrachtet, und

die partiellen Differentialquotienten ^— etc. wieder mit Ui etc.

bezeichnet werden, durch

1 1 "
l
" 2 2 ~T~ Ouo Mo \J

x
x
v
x -f- x2 v2 -j- xs v

%
=

X
i
W

i "f" X2 W2 ~\~ X
S
W3

== ®'

Diese Gleichungen aber bestehen dann und nur dann zusam-

men, wenn der Gleichung (2) auch von den iji genügt wird;

d. h. der Punct y liegt auf dem geometrischen Orte der

Puncte x. Zugleich bestätigen diese Gleichungen, dass wenn

y conjugirter Pol zu x ist, so ist auch x conjugirter Pol
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zu y. {Hesse. Ueber die Wendepuncto der Curvc 3. 0. Crclle's

Journ. Bd. 28. pag. 105.)

431. Sind x und y conjugirte Pole in Beziehung auf

drei Kegelschnitte u= 0, v = 0, w = 0, so sind sie es auch

in Beziehung auf alle Kegelschnitte des Netzes, welchem die

gegebenen drei als Leitcurven angehören.

Beweis. Bedeuten x, A, f* willkürliche Parameter, so

kann jeder Kegelschnitt des Netzes durch die Gleichung

% u -j- A v -J- [i iv —
dargestellt werden [195J. Die Polare des Punctes x in Be-

ziehung auf denselben hat die Gleichung

% Ay {ux) -f 14 (vx) -f- ja Jy {wx) == ;

diese aber wird unabhängig von« den Werthen von %, A, {i

erfüllt, wenn der Punct y der Durchschnitt der Geraden

4y(ux) = 0, ^y {thc) = 0, zJy (wx) = ist; d. h. die Polare

von x in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Netzes geht durch

den zu x conjugirten Pol y. {Hesse 1. c. [430] pag. 105.)

432. Die Curve 3. 0., welche den geometrischen Ort

der in Beziehung auf ein Kegelschnittnetz conjugirten Pole

bildet, heisst die Hesse'sche Curve des Netzes {Cremona

art .132. b.) (Tripelcurve. Schröter. Steiner's Vorlesungen pag. 533.).

Sind u = , v = , w = drei Kegelschnitte des Netzes,

so ist ihre Gleichung nach [430J

0.

433. Aufgabe. Wenn drei Kegelschnitte u= 0, v= 0,

w= als Leitcurven eines Kegelschnittnetzes gegeben sind,

die Hesse'sche Curve des Netzes zu construiren.

Auflösung. Man lege durch die vier Schnittpuncte

ab c d von u und v einen beliebigen Kegelschnitt u und be-

zeichne die Schnitte desselben mit w durch a ß y d. Legt

man durch diese vier Puncte ein Geradenpaar, so ist der

Schnittpunct p desselben ein Punct der Hesse'schen Curve

des- Netzes. Man erhält dadurch sofort drei Puncte dieser

Curve, und indem man den durch die Puncte ab c d gelegten

Kegelschnitt u variirt, beliebig viele. {Hesse 1. c. [430] pag. 105.)

u
x

u2 u3

Vt V
2 H

w
y
wt w3
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Polaren des Punctes

p in Beziehung auf alle Kegelschnitte xu-\-Av-\-{iw =
des Netzes, sich in einem Puncte schneiden. Nun ist

(1) u=u-\-Xv =
ein beliebiger durch die Schnitte ab c d von u und v gehen-

der Kegelschnitt. Zieht man durch die Durchschnitte a ß y d

von u und iv ein Geradenpaar, so ist der Schnitt p desselben

ein Punct, dessen Polaren in Beziehung auf alle Kegelschnitte

v, die durch die Schnitte aßyd von u und w gehen, in

eine und dieselbe Gerade zusammenfallen [106]. Diese Kegel-

schnitte lassen sich darstellen durch

(2) v = u -f- p iv = 0.

Nun kann man aber mit Hülfe der Gleichungen (1) und (2)

der Gleichung jedes Kegelschnittes des Netzes folgende For-

men geben:

— nu-\-A.v-{-[iiv = (x— l)u-\-u-{-Xv-\-fiw
= (x— 1) u -j- u' -f- [IW

= (x— 1) u -f- v
\

also geht jeder Kegelschnitt des Netzes durch die Schnitte

des festen Kegelschnittes u mit dem variablen Kegelschnitte

v hindurch. Daher geht die Polare des Punctes p in Be-

ziehung auf jeden Kegelschnitt des Netzes durch den Punct q,

in dem die Polaren von p in Bezug auf u und v sich schnei-

den [111]. Allein die Polare von p in Bezug auf den ver-

änderlichen Kegelschnitt v ist eine unveränderliche Gerade,

der Kegelschnitt u ist ebenfalls fest, also ist auch q ein fester

Punct.

434. Die sämmtlichen conischen Polaren aller Puncte

der Ebene in Bezug auf eine Curve 3. 0. u = bilden ein

Kegelschnittnetz [287]. Die Hesse'sche Curve dieses Netzes

ist zugleich die Hesse'sche Curve H{u) = der Curve u = 0.

Beweis. Die Gleichungen

du ^ du_ q du_ q

stellen drei conische Polaren dar, nämlich diejenigen, welche

den Ecken des Fundamentaldreiecks angehören. Die Polaren

eines Punctes x in Beziehung auf diese Kegelschnitte haben

die Gleichungen
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Vi «n +V2 UU + 2/:j
w 13 =

(1) Vi «21 + Vi «22 + Vi «23 =
Vi «31 + V'l

W32 + V% «33 = -

Die Gleichung der Hesse'schen Curve des Netzes, welche die

Bedingung ausdrückt, dass diese drei Geraden sich in einem

Puncte, nämlich dem zu x eonjugirten Pole y schneiden, ist

daher

H(u) =
h\ «12 «13

0.Woj itoo Woo

«31 «32 «33

Zusatz. Die Gleichungen (1) enthalten zugleich die

Bedingung, dass zwei Puncte x und y conjugirte Pole sind in

Beziehung auf das von den conischen Polaren gebildete Netz.

Sie bleiben nach [315] ungeändert, wenn man x mit y ver-

tauscht.

435. Aufgabe. Zu einer gegebenen Curve 3. 0. die

Hesse'sche Curve zu construiren.

Auflösung. Man construire zu drei beliebig gewählten,

nicht in einer Geraden liegenden Puncten die conischen Po-

laren [306] [307], betrachte diese als einem Kegelschnittnetze

angehörig und construire nach [433] die Hesse'sche Curve

dieses Netzes, so ist diese die verlangte Hesse'sche Curve [434].

436. Die Hesse'sche Curve H(u) = einer Curve 3. 0.

u = hat die doppelte Eigenschaft: sie ist sowohl der geo-

metrische Ort der Puncte, deren conische Polaren aus Geraden-

paaren bestehen, als auch der geometrische Ort der Doppel-

puncte dieser Geradenpaare. — Aus [191], da die erste Polare

in Beziehung auf eine Curve 3. 0. die conische Polare ist.

(Salmon pag. 154.)

437. Sind x und y zwei conjugirte Pole in Beziehung

auf das von den conischen Polaren gebildete Kegelschnitt-

netz, also zugleich [434] zwei Puncte der Hesse'schen Curve,

so ist die conische Polare von x ein Geradenpaar, das sich

in y schneidet, und die conische Polare von y ein Geraden-

paar, das sich in x schneidet. Und umgekehrt: Ist die co-
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irische Polare eines Punctes x ein Geradenpaar , das sich in

y schneidet, so ist die conische Polare von y ein Geraden-

paar, das sich in x schneidet, und x und y sind conjugirte

Pole in Beziehung auf das von den conischen Polaren ge-

bildete Kegelschnittnetz.

Beweis. Wenn x und y der Hesse'schen Curve ange-

hören, so bestehen ihre conischen Polaren aus Geradenpaaren

[268], und umgekehrt: besteht die conische Polare von x aus

einem Geradenpaar, das sich in y schneidet, so liegt sowohl x
als auch y auf der Hesse'schen Curve [436]. Nun ist die

Gleichung der conischen Polare von x bei veränderlichen yi

[267]

C1 ) «lXl +V2 «22+ Vi «33+ %2«3 «23+ 2w 3«l «31+ 2 «1«2 «12
=0.

Besteht diese aus zwei Geraden, so gelten nach [84] gleich-

zeitig die drei Gleichungen

Vl Un +?/2 M I2 + «3 «13 =
(2) y x

un + y2 u22 + y3 u2S
=

V\ «31 + «2 «32 + «3 «33 = °>

und der Punct y^ dessen Coordinaten diesen Gleichungen

genügen, ist der Durchschnitt der beiden Geraden. Umge-
kehrt : gelten diese Gleichungen zusammen für einen Punct y,

so besteht der Kegelschnitt (1) aus zwei Geraden, die sich

in diesem Puncte y schneiden [84]. Die Gleichungen (2)

sagen aber nach [434] aus, dass x und y conjugirte Pole in

Bezug auf das von den conischen Polaren gebildete Kegel-

schnittnetz sind. Vertauscht man x mit y, so stellt die

Gleichung (1) die conische Polare des Punctes y in verän-

derlichen Xi dar, die Gleichungen (2) aber bleiben ungeändert

[434], daher ist die conische Polare von y ein Geradenpaar,

das sich in x schneidet. (Salmon pag. 154.)

438. Nach diesem Satze gehören alle Puncte der Hesse'-

schen Curve ff(u) = paarweise zusammen, in der Art, dass

bei jedem Paare die aus einem Geradenpaar bestehende co-

nische Polare des einen Punctes in dem anderen ihren Doppel-

punct hat, und gleichzeitig bildet ein solches Punctejfaar ein

conjugirtes Polepaar in Beziehung auf jede conische Polare.

Aus diesem Grunde sollen zwei solche zusammengehörige
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Puncte der Hesse'schen Curvo conjugirte Pole der Eesse'-

schen Curve genannt werden. {Hesse. Oeber Curven 3. 0, etc.

Crello's Journ. Bei. 3G. pag. 151.)

439. Hat die Curve 3. (). u = einen Doppelpunct d,

so fallen in diesen Punct zwei conjugirte Pole der Hesse'schen

Curve zusammen.

Beweis. Der Doppelpunct d liegt auf der Hesse'schen

Curve [164], und die conische Polare von d ist das Tangenten-

paar in diesem Puncte [181], also fällt der Schnittpunct des-

selben nach d, und dieser Schnittpunct ist der zu d conju-

girte Pol [438].

440. Wenn die Hesse'sche Curve ff(u) = einer Curve

3. 0. u — keinen Doppelpunct hat, in welchem Falle die

Curve u = nach [164] ebenfalls keinen Doppelpunct besitzt,

so fallen in der Hesse'schen Curve keine zwei conjugirten

Pole aufeinander.

Beweis. Wenn ein Puuct x mit seinem conjugirten

Pole zusammen fiele, so müsste die conische Polare von x
durch diesen Punct hindurch gehen [438], und daher x auf

der Curve u liegen [178]. Demnach müsste x einer der

Durchschnitte der Curve u mit der Hesse'schen Curve H{ii)

sein, also, da u keinen Doppelpunct hat, ein Wendepunct der

Curve u [157], Aber die conische Polare eines Wendepunctes

besteht aus der Wendetangente und der harmonischen Polare

[280], und diese beiden Geraden könnten sich nach [363]

nur dann in dem Wendepuncte treffen , wenn durch diesen

noch eine zweite Wendetangente hindurchginge, was nicht

möglich ist.

§• 3-

441. Sind ad und bb
r

zwei Paare conjugirter Pole der

Hesse'schen Curve, so ist das durch sie bestimmte dritte

Punetepaar cc [82] ebenfalls ein Paar conjugirter Pole der

Hesse'schen Curve. — Denn zwei conjugirte Pole der Hesse'-

schen Curve sind zugleich conjugirte Pole in Bezug auf jede

conische Polare [438]; dann aber ist cc ebenfalls ein Paar

conjugirter Pole in Bezug auf jeden dieser Kegelschnitte [121].

442. Zwei Paare conjugirter Pole der Hesse'schen Curve

DuRläGE, Curveu dritter Ordnung. Iß



242 Curven dritter Ordnung. [442.

sind stets correspondirende Punctepaare [426] ; denn das durch

sie bestimmte dritte Punctepaar liegt [441] ebenfalls auf der

Hesse'schen Curve.

4-43. Zwei conjugirte Pole ad der Hesse'schen Curve

sind stets auch correspondirende Puncte, d. h. sie haben einen

gemeinschaftlichen Tangentialpunct [378]. {Cremona. art. 133. a)

Beweis. Nimmt man noch ein zweites Paar conjugirter

Pole bb' hinzu, so ist das dadurch bestimmte dritte Puncte-

paar cc ebenfalls ein Paar conjugirter Pole [441]. Nun bil-

den diese sechs Puncte die Ecken eines vollständigen Vier-

sens und liegen auf der Hesse'schen Curve, also [379] schnei-

den sich die in den gegenüberliegenden Ecken ad, bb', cc

an die Hesse'sche Curve gezogenen Tangenten auf dieser

Curve, und zwar in drei Puncten, die in gerader Linie liegen.

444. Vier mit einander correspondirende Puncte ad bb'

der Hesse'schen Curve, welche ein Quadrupel bilden [378],

bilden stets zwei Paare conjugirter Pole. -— Denn der con-

jugirte Pol eines dieser Puncte, z. B. a, muss sich unter den

mit a correspondirenden Puncten befinden [443] ; ist der-

selbe d , so muss auch der zu b conjugirte Pol sich unter

den mit einander correspondirenden Puncten befinden und

kann kein anderer als V sein, weil jedem Puncte ein und nur

ein bestimmter conjugirter Pol zugehört, und niemals zwei

Pole zusammenfallen können [440],

445. Sind ab c drei in gerader Linie liegende Puncte

der Hesse'schen Curve, so bilden ihre drei conjugirten Pole

d b' c' ein Dreieck, dessen Seiten b'c', cd, ab' resp. durch

a, b, c hindurchgehen. (Fig. 34.)

Beweis. Sind ad, bb' conjugirte Polepaare, und ab c

in gerader Linie, so ist c ein Punct

des durch die beiden ersten Paare

bestimmten dritten Paares, und

der conjugirte Pol c von c der

zweite Punct dieses Paares [441].

Mithin haben d b' c' die behauptete

Eigenschaft [82]. {Hesse. Ueber Curven

V 3. 0. Crelle's Journ. Bd. 36. pag. 147.

Cremona art. 134.)
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44-0. Zieht man aus einem Puncto c der Hesse'schen

Curve (Fig. 34) Gerade nach zwei conjugirten Polen ad,

so sind die Puncto bb', in welchen diese Geraden die Hesse'-

sche Curve noch treffen, ebenfalls conjugirte Pole, und die

Geraden ab', a'b schneiden sich in dem zu c conjugirten

Pole c . — Aus [445], da nach der Construction a b c in ge-

rader Linie liegen.

447. Aufgabe. Wenn die Hesse'sche Curve und auf

ihr ein Paar conjugirter Pole ad gegeben ist, zu einem be-

liebigen Puncte c dieser Curve den conjugirten Pol c zu

construiren.

Auflösung. (Pig. 34.) Man schneide die Hesse'sche

Curve mit ac in b, und mit de in V, so ist der gesuchte

Punct c der Schnitt der Geraden ab, ab'. — Aus [44G].

(Hesse 1. c. [445] pag. 147. Cremona art. 134.)

448. Sind aa' zwei conjugirte Pole der Hesse'schen

Curve, a ihr gemeinschaftlicher Tangentialpunct, und a der

dritte Schnittpunct der Geraden aa' mit der Curve, so sind

ad conjugirte Pole. — {^ig- 34.) Denn fällt in [445] b mit

a und daher auch b' mit d zusammen, so werden die Geraden

ab c, b' d c Tangenten an der Hesse'schen Curve in a und d

.

Demnach geht c in den Tangentialpunct a über, und der

conjugirte Pol c' von c in den dritten Schnittpunct d der

Geraden ad mit der Curve. [Cremona art. 133.)

449. Da jeder Punct der Hesse'schen Curve nur einen

ihm conjugirten Pol besitzt, so folgt auch umgekehrt: Ist a

der Tangentialpunct von ad und d der conjugirte Pol zu cc,

so ist d der Schnittpunct von ad mit der Curve. Und: Ist

d dieser Schnittpunct, so ist sein conjugirter Pol a der Tan-

gentialpunct von ad.

450. Zieht man aus einem Puncte p der Hesse'schen

Curve Strahlen nach den conjugirten Polepaaren dieser Curve,

so sind diese Strahlen conjugirte Strahlenpaare einer Invo-

lution. (CremonaAtt. 134. a)

Beweis. Sind ad, bb' irgend zwei Paare conjugirter

Pole, so sind sie zugleich correspondirende Punctepaare [442],

und ist cc ein drittes Polepaar, so sind sowohl aa', cc', als

16*
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auch bb', cc' eorrespondirende Punctepaare. Mithin folgt die

Behauptung aus [427J.

451. Durch jeden Punct p der Hesse'schen Curve kann

man zwei und nur zwei Gerade legen, von denen jede die

Curve in zwei conjugirten Polen trifft, und zwar bilden diese

Geraden die Doppelstrahlen der von p ausgehenden Involution.

— Denn die von p nach den Polepaaren gehende Strahlen-

involution [450] besitzt zwei Doppelstrahlen [64]. Jeder der-

selben aber muss zwei conjugirte Pole enthalten, da die letz-

teren niemals zusammenfallen [440].

452. Bilden ad bb' ein Punctquadrupel der Hesse'schen

Curve mit dem Tangentialpunct p'
t
und sind ad , bb' conju-

girte Polepaare [444], so treffen sich die Geraden ad und bb'

in einem Puncte p der Hesse'schen Curve, welcher der zu p'

conjugirte Pol ist. Die Geraden päd, pbb' sind die Doppel-

strahlen der Involution, deren Scheitel in p liegt.

Beweis. Versteht man unter p zunächst den Durch-

schnitt der Geraden ad mit der Curve, so ist p nach [448]

der conjugirte Pol zu p'. Aber p ist auch der Tangential-

punct von bb', also trifft die Gerade bb' die Curve ebenfalls

in p [449].

453. Schneiden sich die Verbindungslinien ad und bb'

zweier Polepaare der Hesse'schen Curve in einem Puncte p
dieser Curve, so bilden die vier Puncte ad bb' ein Quadrupel,

dessen gemeinschaftlicher Tangentialpunct der zu p conjugirte

Pol p ist. — Denn nach [449] ist dann p sowohl Tangen-

tialpunct zu ad, als auch zu bb'.

454. Sind ab c d e f sechs Puncte der Hesse'schen Curve,

welche zugleich auf einem Kegelschnitte liegen, so liegen zwei

von ihnen, z. B. e /, mit den conjugirten Polen d b' c d der

vier übrigen in einem zweiten Kegelschnitt.

Beweis. Da die Strahlen von irgend einem Puncte der

Hesse'schen Curve, z. B. von e, nach den conjugirten Polen

derselben in Involution sind, so ist [67]

e .{ab c d) f\ e (d V c' d)

und ebenso

f (ab c d) f\ f (d b' c d).
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Da aber e f mit ab c d in einem Kegelschnitte liegen, so ist

auch [86]

e (et b c d) f\ f (ab c d)

und folglich

e (et' b' c d') A f (
a ' b' c et),

mithin liegen auch c f et b' c d' in einem Kegelschnitte [85].

455. Sind ab c d vier beliebige Puncte der Hesse'schen

Curve , et b' c d' ihre conjugirten Pole , so haben diese zwei

Gruppen von vier Pimcten den nämlichen gegenüberliegenden

Punct.

Beweis. Legt man durch ab c d einen beliebigen Kegel-

schnitt, welcher die Curve in e f trifft, so ist der gegenüber-

liegende Punct m derjenige, in welchem die Gerade e f die

Curve trifft [239]. Nun liegen aber d b' c d' e f ebenfalls

in einem Kegelschnitt [454], also ist m auch der gegenüber-

liegende Punct zu d V c d'.

456. Liegen sechs Puncte ab c d e f der Hesse'schen

Curve auf einem Kegelschnitte, so liegen ihre conjugirten

Pole d b' c' d e f auf einem zweiten Kegelschnitte. [Cremona

art. 137. a)

Beweis. Die zwei Mal vier Puncte ab cd und db'c'd'

haben denselben gegenüberliegenden Punct m [455], es liegen

also mef in einer Geraden. Zieht man nun »« e' und schnei-

det damit die Curve in /", so liegen d b' c d' c f in einem

Kegelschnitt. Ist aber e der conjugirte Pol zu e, so niuss

auch f der conjugirte Pol zu f sein [446].

457. Sind ab c d vier beliebige Puncte der Hesse'schen

Curve, d b' c d' ihre conjugirten Pole, so ist der neunte

Durchschnittspunct aller Curven 3. 0., welche durch diese

acht Puncte gehen, der Tangentialpunct zu dem den Puncten

ab c d und d V c d' gemeinschaftlich gegenüberliegenden

Puncte m. — Aus [263], da in diesem Falle wegen [455] m
und fi zusammenfallen.
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§• 4.

458. (Fig. 35.) Ist hh' k eine Gerade, welche zwei

conjugirte Pole hh' der Hesse'schen Curve H(u) = ver-

bindet und diese Curve ausserdem in k schneidet; und sind

ferner a ß y d die Durchschnitte der conischen Polaren von

h und h' bezüglich der Fundamentalcurve 3. 0. u = 0, so

zwar, dass [438] h' (a ß, y d) die conische Polare von h, und

h (ccy, ß d) die conische Polare von h' ist, so bilden die Ge-

raden a d, ß y die conische Polare von k, ihr Durchschnitt

k' ist daher [438] der conjugirte Pol zu k, und dann zugleich

wegen [449] der Tangentialpunct von h und Ji.

Beweis. Die conischen Polaren aller Puncte einer Ge-

Fig- 35. raden schneiden

sich in densel-

ben vier Puncten

[284], also geht

die conische Po-

lare von k durch

aß yd. Da aber

k auf der Hesse'-

schen Curve liegt,

so besteht seine

conische Polare

aus einem der

drei durch diese

vier Puncte ge-

henden Geraden-

paare. Zwei der letzteren, nämlich a ß, y d und a y, ß d sind

die conischen Polaren von h und ti; da nun zwei verschie-

dene Puncte auch stets verschiedene conische Polaren haben

[267], [282], so muss die conische Polare von k das dritte

Geradenpaar a d, ß y sein. {Salmo?i pag. 155. Cremona art. 133.)

459. Die gerade Polare eines Punctes h der Hesse'schen

Curve bezüglich der Fundamentalcurve ist eine Tangente an

der Hesse'schen Curve, und zwar diejenige, welche diese in

dem zu h conjugirten Pole h' berührt, und umgekehrt: Eine

Tangente der Hesse'schen Curve in h' ist die gerade Polare
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(bezüglich der Fundainentalcurve) des zu ti conjugirten

Pols h.

Beweis. (Fig. 35.) Die gerade Polare eines Puuctes h

bezüglich der Fundainentalcurve ist zugleich die Polare von h

bezüglich der conischen Polare von h [274]. Da nun hier

diese conische Polare von den Geraden ti (a ß, y d) gebildet

wird, so ist wegen des vollständigen Vierseits a ß y d h ti

jene gerade Polare die Gerade li' k' [95], und diese berührt

die Hesse'sche Curve in ti, weil // der Tangentialpunct von

ti ist [458]. Ebenso ist die Tangente hk' an der Hesse'-

schen Curve in h die gerade Polare von ti. (Saimon pag. 155.

Cremona art. 132. c)

460. Hieraus folgt: Beschreibt ein Punct h die Hesse'-

sche Curve, so hüllt dessen gerade Polare (bezüglich der

Fundamentalcurve) die Hesse'sche Curve ein. {Saimon pag. 155.

Cremona art. 132. c)

461. Die conische Polare (bez. d. Fund. Curve) irgend

eines Punctes c schneidet die Hesse'sche Curve in sechs

Puncten h. Die geraden Polaren (bez. d. Fund. Curve) dieser

sechs Puncte h sind die von c an die Hesse'sche Curve gehen-

den Tangenten, und deren Berührungspuncte die conjugirten

Pole jener sechs Puncte h.

Beweis. Da die conische Polare von c durch h geht,

so geht die gerade Polare von h durch c [273]. Da aber h

auf der Hesse'schen Curve liegt, so ist die gerade Polare

von h Tangente an Uer Hesse'schen Curve in dem zu h con-

jugirten Pole [459]. {Cremona art. 132. c.)

Anmerkung. Dieser Satz lässt sich im Zusammenhang

mit [270] auch so aussprechen: Die Berührungspuncte der

von einem Puncte c an die Fund. Curve gehenden Tangenten

sind die Durchschnitte derselben mit der conischen Polare

von c\ die Berührungspuncte aber der von c an die Hesse'-

sche Curve gehenden Tangenten sind die conjugirten Pole

der Durchschnitte der Hesse'schen Curve mit der nämlichen

conischen Polare von c.

462. Ein Wendepunct w der Fund. Curve ist zugleich

ein Punct der Hesse'schen Curve [339]. Der ihm als solchen

conjugirte Pol tu ist der Durchschnitt der Wendetangente



248 Curven dritter Ordnung. [462.

und der harmonischen Polare von iv (die erstere bezüglich der

Fund. Curve). — Wegen [438], denn diese beiden Geraden

bilden die conische Polare von iv [280] {Cremona art. 141.)

463. Die Wendetangente an der Fund. Curve in einem

Wendepuncte iv berührt die Hesse'sche Curve in dem zu iv

(als Punct der Hesse'schen Curve betrachtet) conjugirten

Pole io '. — Aus [459], da die Wendetangente die gerade

Polare von w ist [269]. {Clebsch. Ueber die Wendetangenten der

Curven 3. 0. Crelle's Journ. Bd. 58. pag. 232. — Cremona. art. 141.)

— Folgt auch aus [341] in Verbindung mit [356], da w auf

der harmonischen Polare von tu liegt [462].

Anmerkung. Eine Gerade, welche zwei conjugirte

Pole hh' der Hesse'schen Curve verbindet, schneidet diese

Curve im Allgemeinen noch in einem dritten Puncte k. Ist

aber h ein Wendepunet, so fällt k mit Ji zusammen.

464. Eine Curve 3. 0. und ihre Hesse'sche Curve haben

27 gemeinschaftliche Tangenten, von denen neun die Wende-

tangenten der Fund. Curve sind; also ausser den letzteren

noch 18.

Beweis. Da beide Curven von der sechsten Classe sind,

so haben sie 6.6== 36 gemeinschaftliche Tangenten. [187.

Note.] Unter diesen befinden sich nach [463] die Wende-

tangenten der Fund. Curve. Da aber jede von diesen als aus

zwei zusammenfallenden Tangenten bestehend zu betrachten

ist [187. Note], so sind ausser ihnen nur noch 18 gemein-

schaftliche Tangenten vorhanden. {Cremtoia. art. 141. a)

'

§. 5.

465. (Fig. 36.) Jede Gerade G hat bezüglich einer Curve

3. 0. als Fund. Curve vier Pole ab c d, in welchen sich die

conischen Polaren aller ihrer Puncte schneiden [285]. Sind

nun (/ li k' die Puncte, in welchen die Gerade G die Hesse'-

sche Curve trifft, so sind die conischen Polaren von g',h',k'

die drei Geradenpaare, welche durch ab c d hindurch gehen

:

(ac,bdy, (ab, cd)) (ad,bc) [268], und deren Durchschnitte,

oder die Diägonalpuncte g , h, k des vollständigen Vierecks

ab c d sind die conjugirten Pole zu resp. g , ti, k' [438]. Die

letzteren liegen der Reihe nach auf den Geraden hk
}
kg, gh
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[445]. Die Puncto ff, h, k aber liegen als conjugirte Pole zu

den drei Puncten ff', h', k' der Fig - 3,; -

Hesse'schen Curve ebenfalls

auf dieser Curve [438]. Hier-

aus folgt: Nimmt eine Ge-

rade G nach und nach alle

Lagen in der Ebene an, so

beschreiben die Diagonal-

puncte ff,h,k des von den

vier Polen ab c d der Gera-

den G (bezüglich einer Curve

3. 0. u) gebildeten vollstän-

digen Vierecks die Hesse'sche

Curve H{u); und die Seiten-

paare dieses vollständigen aJ~
,i

Vierecks bilden die conischen Polaren (polaren Geradenpaare

[268]) der Puncte der Hesse'schen Curve. {Cremona art. 133. d.)

Anmerkung. Da jeder Punct als ein Pol einer Ge-

raden G betrachtet werden kann, dem dann noch drei andere

Pole beigeordnet sind, so tritt jeder Punct der Ebene als

eine Ecke eines solchen vollständigen Vierecks auf, und da-

her gehen durch jeden Punct drei Gerade hindurch, von de-

nen jede einem polaren Geradenpaar angehört.

466. (Fig.

36, 35.) Wird

die Gerade G
eine Tangente

an der Hesse'-

schen Curve, so-

dass zwei ihrer

Durchschnitte

mit derselben zu-

sammenfallen,

z. B. ff mit li

,

so fallen auch die

Diagonalseiten

hk und kff, auf

denen g und h'

liegen, zusammen, und dies erfordert wiederum, dass sowohl

Fig. 35.
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Fig. 36.

die Diagonalpuncte g, h, als auch die Ecken b, c des völl-

ig. 35. ständigen Vier-

ecks ab c d in

denselben Punct

zusammenfallen

,

der als conju-

girter Pol von Ji

mit h bezeichnet

werde. Umge-
kehrt : Fallen

zwei Pole b, c

der Geraden G
zusammen , so

fallen auch g und

h in den näm-
^ lichenPunct, also

alle vier Puncte in einen h, und daher fallen auch g', li

in einen li zusammen, in

welchem dann G die Hesse'-

sche Curve berührt. Dadurch

wird nun k' der Tangential-

punct von li (und auch von

h [443]), ferner h (a
}
d) die

conische Polare von li, und

k (hti, ad) die conische Po-

lare von k'. Da endlich die co-

nischen Polaren der Puncte

von G alle durch b , c hin-

durchgehen, die Gerade bck

sich nun aber in hh'k verwan-

% delt hat, so haben die coni-

schen Polaren aller Puncte von G die Gerade hli zur gemein-

schaftlichen Tangente in h. (Cremona art. 135.)

467. Aus dieser Betrachtung ergeben sich folgende

Sätze: Wenn von den vier Polen einer Geraden G zwei in

einen Punct h zusammenfallen, so dass die conischen Polaren

aller Puncte von G in h eine gemeinschaftliche Tangente

haben, so liegt dieser Punct auf der Hesse'schen Curve, die

Gerade G aber berührt die Hesse'sche Curve in dem zu h
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conjugirtert Pole h'
}
und die Gerade hh' ist die gemcinscluift-

liche Tangente jener conischen Polaren.

468. Ferner: Berührt eine Gerade G die Hesse'sche

Otirve in einem Puncte h', so fallen zwei ihrer Pole bezüg-

lich der Fundamentalcurve zusammen (bilden einen Doppel-

pol) in einen Punct h, der auf der Hesse'schen Curve liegt

und der zu li conjugirte Pol ist.

469. Ferner: (Fig. 35.) Ist k'h' eine Tangente an der

Hesse'schen Curve, und zwar h' Berührungspunct, /;' Tan-

gentialpunct , so besteht die conische Polare von h' aus den

Geraden h (a, d), welche den Doppelpol h der Geraden

k'h' (bez. d. Fund. Curve) (d. i. den zu h' conjugirten Pol)

mit den beiden einfachen Polen a, d derselben verbindet. Die

conische Polare des Tangentialpunctes k' aber besteht aus den

beiden Geraden hh'~und ad, von denen die erstere den Be-

rührungspunet h' mit seinem conjugirten Pole h verbindet,

und die letztere die beiden einfachen Pole der Tangente k'h'

verbindet. Dieses Geradenpaar schneidet sich in dem zu k'

conjugirten Pole k, welcher zugleich der Punct ist, in wel-

chem hh' die Hesse'sche Curve zum dritten Male trifft. (S.

auch [449]) [Cremona art. 133. b.)

470. Hieraus folgt: Die Gerade, welche zwei conjugirte

Pole hh' der Hesse'schen Curve verbindet, gehört mit zu den

Geraden, welche die conischen Polaren der Puncte der Hesse'-

schen Curve zusammensetzen.

471. Wenn eine zwei conjugirte Pole hh' verbindende

Gerade die Hesse'sche Curve in einem dieser Puncte, z. B. in h'

,

berührt, so ist der andere h ein Wendepunct, und hh' Wende-

taugente an der Fundamentalcurve. — Denn in diesem Falle

fällt der dritte Durchschnitt k der Geraden hh' mit der Curve

mit h' zusammen, und daher auch der Tangentialpunct k'

von h' (nämlich der conjugirte Pol zu k [449]) auf h. Mit-

hin ist dann hk' Wendetangeute an der Hesse'schen Curve

und h Wendepunct für diese und daher auch für die Funda-

mentalcurve. Dann aber ist nach [463] hh' Wendetangente

an der Fundamentalcurve.

472. Sind hh' zwei conjugirte Pole der Hesse'schen Curve,

k' ihr gemeinschaftlicher Tangentialpunct, sind ausserdem
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hhad die Pole der Tangente k'h', und h'h'a
l
d

i
die Pole

der Tangente k' h, so liegen die vier Puncte a d a
y
d

i
auf

derselben Geraden, nämlich auf derjenigen, welche mit hh'

zusammen die conische Polare von k' bildet. — Denn behält

man in [469] den Tangentialpunct k' bei, nimmt aber statt

der Tangente k'h' die andere k'h, so muss die conische Po-

lare von k' bestehen aus hh' und der Geraden, welche die

einfachen Pole «j d
i
der Tangente k'h verbindet; diese zweite

Gerade aber war schon a d. Die Geraden h' (a
i , d{ )

bilden

natürlich die conische Polare von h [469].

Fig. 35.

s

473. Nach [465] gehen durch jeden Punct h der Ebene

drei Gerade hindurch, welche conischen Polaren angehören.

Liegt aber h auf der Hesse'schen Curve, so gehören zwei

dieser Geraden, nämlich ha und hd derselben conischen Po-

lare an und zwar derjenigen des zu h conjugirten Pols h',

und die dritte geht durch diesen conjugirten Pol hindurch [466].

474. Die Tangente hk' in einem Puncte h der Hesse'-

schen Curve ist harmonisch zugeordnet zu der Geraden hh',

die nach dem zu h conjugirten Pole h' geht, in Beziehung

auf das Geradenpaar h {a, d), welches die conische Polare

von h' bildet und nach den beiden einfachen Polen a, d der

Tangente Ji k' in li an der Hesse'schen Curve geht. —
Denn hk' ist die Polare von h' in Bezug auf die conische

Polare von h' [459]. {Cremona art. 133.)
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475. Ist h ein Wendepunct der Hesse'schen Curve (und

daher auch der Fund. Curve |355|), geht also die Tangente

hk' in die Wendetangente an der Hesse'schen Curve in h

über, so fallen drei Pole dieser Geraden (bezüglich der Fund.

Curve) in den zu h conjngirten Pol h', und der vierte liegt

auf der harmonischen Polare von h, welche nach [356] der

Fund. Curve und der Hesse'schen Curve gemeinschaftlich ist.

Beweis. In diesem Falle fällt zuerst der Tangential -

punct k' mit h zusammen, sodann nach [4G3] auch k mit ti.

Die conische Polare li («, dA ) des Wendepunctes h aber be-

steht aus der Wendetangente an der Fund. Curve und der

harmonischen Polare [280]; und die erstere ist die Gerade hli

[463], also fällt von den beiden Geraden h' (a
l

, d x )
die eine,

etwa li d
x

mit hli zusammen, und die andere li a
x

ist die

harmonische Polare von h , demnach fallen die drei Puncte

d
x
kli in einen zusammen; d. h. es fällt in den Doppelpol li

der Geraden hk' (der Wendetangente an der Hesse'schen

Curve) auch noch der einfache Pol d
i ; der vierte Pol a

x
aber

liegt auf der harmonischen Polare von h.

476. Alle conischen Polaren (bez. der Fund. Curve),

welche durch den conjugirten Pol li eines Wendepunctes h

der Hesse'schen Curve gehen, haben in li miteinander eine

dreipunctige Berührung. — Denn diese conischen Polaren bil-

den einen Kegelschnittbüschel, dessen Basispuncte die vier Pole

„der geraden Polare von li sind [288]. Die letztere aber ist

die Wendetangente in li an der Hesse'schen Curve [459] und

daher fallen drei Basispuncte des Büschels in li zusammen

[475].

477. Bilden zwei Gerade C, C eine conische Polare

eines Punctes k' der Hesse'schen Curve, sodass ihr Durch

-

schnittspunct k auf der Hesse'schen Curve liegt und der zu

k' conjugirte Pol ist [438] , so trifft jede dieser Geraden die

Hesse'sche Curve in zwei conjugirten Polen.

Beweis. Ist C irgend eine der beiden Geraden, und h

ein von k verschiedener Durchschnittspunct derselben mit der

Hesse'schen Curve, so gehen durch li drei Gerade hindurch,

welche conischen Polaren angehören, von denen nach |473]

eine durch den zu h conjugirten Pol li geht, und die beiden



254 Curven dritter Ordnung. [477.

anderen die conische Polare von H bilden. Eine dieser drei

Geraden ist offenbar C selbst, aber diese gehört nicht .zu dem
in h sieh treffenden polaren Geradenpaare, also muss sie die-

jenige sein, die durch den zu h conjugirten Pol geht.

Bemerkung. Hieraus folgt: Durchläuft ein Punct k

die Hesse'sche Curve, so erzeugt das in k sich treffende po-

lare Geradenpaar durch seine Durchschnitte mit der Hesse'-

schen Curve die conjugirten Pole der letzteren.

478. Ein polares Geradenpaar C, C mit dem Durch-

schnitt k fällt zusammen mit den Doppelstrahlen der Invo-

lution, deren Scheitel in k liegt, und deren Strahlen nach

den conjugirten Polen der Hesse'schen Curve gehen [450]. —
Aus [451], denn die Geraden C, C treffen jede die Hesse'sche

Curve in zwei conjugirten Polen [477].

479. Liegen zwei conjugirte Polepaare hh' und 11' so,

dass ihre Verbindungslinien sich in einem Puncte k der Curve

schneiden, so bilden diese Geraden ein polares Geraden paar.

— Denn nach [451] gehen durch k nur zwei Gerade, welche

die Hesse'sche Curve in conjugirten Polepaaren schneiden, und

diese sind die Doppelstrahlen der von k ausgehenden Involu-

tion, mithin nach [478] auch ein polares Geradenpaar.

480. Die vier Puncte hh'll', in denen ein polares Ge-

radenpaar mit dem Durchschnitte k die Hesse'sche Curve

trifft, bilden ein Quadrupel, d. h. sie haben einen gemein-

schaftlichen Tangentialpunct k'
}

der der conjugirte Pol zu k

ist. — Aus [453], denn hh' und IV sind nach [477] zwei

Paare conjugirter Pole, deren Verbindungslinien sich in dem
Puncte k schneiden, welcher auf der Hesse'schen Curve liegt.

481. Bilden zwei Paare conjugirter Pole hh' und IV

ein Punctquadrupel , so bilden die Geraden hh' und 11' eine

conische Polare (ein polares Geradenpaar). — Aus [479],

denn der Durchschnitt der Geraden hh' und 11' liegt auf der

Hesse'schen Curve [452].

482. Wenn von den zwei Geraden eines polaren Ge-

radenpaars mit dem auf der Hesse'schen Curve liegenden

Durchschnittspuncte h', die eine die Hesse'sche Curve in li

berührt, so ist sie die Wendetangente an der Fundamental-

curve in dem zu h' conjugirten Pole h, und die andere ist



483.] Conjugirto Pole. 255

die harmonische Polare des Wendepimetes //. — Denn da in

li nicht zwei conjugirto Pole zusammenfallen können [440],

so schneidet die erstere Gerade die Hesse'sche Curve in dem
zu h' conjugirten Pole // [477] und daher folgt die Behaup-

tung aus [471].

§• 6-

483. Jede Curve 3. 0. v = kann als eine Hesse'sche

Curve H(ii) — Q angesehen werden, und zwar giebt es drei

Curven 3. 0. n = 0, für welche als Fundameutalcurven die

gegebene Curve v = die Hesse'sche ist. {Hesse. Zur Theorie

der Elimination. Crelle's Journ. Bd. 39. pag. 89.)

Beweis 1. Man kann die Curve v gegeben denken

durch ein Punctquadmpel hh'll' und den zugehörigen Tan-

gentialpunct k' [404]. Dann liegen die drei Durchschnitte

der drei durch hh' IV gehenden Geradenpaare ebenfalls auf

der Curve v [409]. Ist nun z. B. k der Durchschnitt der

Geraden hh' und //', und betrachtet man diese als die conische

Polare des Punctes k' in Beziehung auf eine Curve 3. 0. u
}

so ist v die Hesse'sche Curve der letzteren und hh' , 11', kk'

conjugirte Polepaare auf derselben [481]. Da es aber drei

Geradenpaare durch die vier Pmicte des Quadrupels giebt,

so kann jedes Paar als conische Polare des nämlichen Punc-

tes k' in Beziehung auf eine Fund. Curve u betrachtet wer-

den, und dann müssen diese drei Fundamentalcurven im All-

gemeinen von einander verschieden sein, da einem Puncto

in Beziehung auf eine Curve 3. 0. nur eine einzige conische

Polare zugehört [267].

Beweis 2. Nimmt man von den zwölf Geraden, welche

durch die neun Wendepimete einer Curve 3. 0. gehen [353],

drei, die alle neun enthalten, als Seiten des Fundamental-

dreieckes x
l
= 0, x2 = 0, x% = an, so kann nach [354]

die Gleichung der Curve in folgender Form geschrieben

werden

(1) u = A' (a*!
3 -{- x2

3 -\- x3
s
) -f- 6 A x

t
x2 xz

= 0,

(indem an Stelle des Coefficienten k in der Gleichung (1) in

[354] hier — 2 -p gesetzt ist) und stellt bei veränderlichem
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—, alle Curven des syzygetischen Büschels [355] dar, welche

durch die neun Wendepuncte hindurchgehen. Man erhält

hieraus

:

^/
I]
= 6Xx

1
u.n — ßXx

t

w22 = 6A' x2 . uix
= QXx

2

?/33 — 6Ä'#3 w12
= 6A#3

und dann die Gleichung der Hesse'schen Curve mit Weg-
lassung des Coefficienten 6 3

A t-t--
1

j A> JU o * A ^

o

H{i()= Xx.i} X x2 , 2,x
t

|

= 0,

oder entwickelt

ff(u) = — XU' O,
3 + rr

2
3 + a^) + (2A 3 + A'3) x, ir

2
#

3
= 0,

und wenn man

(2) 2A 3 + A' 3 : — AU' = 6^ zu-

setzt,

(3) H(lt) = ft' (x^ -f- ^23 + *3
3
) + 6ft ^i #2

X3
==: 0.

Die Hesse'sche Curve erhält also eine Gleichung von der-

selben Gestalt wie die Fundamentalcurve, was sich erwarten

Hess, da die Hesse'sche Curve selbst eine der Curven des

durch die Gleichung (1) dargestellten syzygetischen Büschels

ist [355]. Demnach kann eine Curve 3. 0. auch stets als

eine Hesse'sche Curve (3) betrachtet werden, und wenn man
nun diese, also ft : ft', als gegeben ansieht, so findet man die

ihr zugehörige Fundamentalcurve, wenn man A : A' aus der

Gleichung (2), die sich schreiben lässt

(4) 6AU> + (2 A3
-f A' 3

) ii' =
bestimmt. Diese liefert aber drei Werthe für das Verhältniss

A : A', und daher giebt es drei Fundamentalcurven, welchen

eine gegebene Curve 3. 0. als Hesse'sche Curve angehört.

Man kann mit Hülfe der Gleichung (4) entscheiden, ob

und wann zwei der Fundamentalcurven zusammenfallen kön-

nen, da dies dann und nur dann eintritt, wenn in jener cubi-

schen Gleichung zwei Wurzeln einander gleich werden. Be-

x'

trachtet man nämlich in dieser Gleichung — als die Unbe-

kannte, indem man sie in der Form
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schreibt, so kann man sie sehr leicht nach der Cardanischen

Formel auflösen. Setzt man der Kürze wegen

und unterwirft diese beiden Wurzelwerthe der Bedingungö
o ff

bezeichnet ferner mit a, a2 die imaginären Cubikwurzeln der

T

(5) pq =
ir

X
Einheit, so erhält man für y die drei Werthe

— =p -f. q, = ccp + aVy, = cc
2
p + a#,

von welchen zwei einander gleich sind, wenn p= q ist. Dies

tritt nun zuerst für p = ein, indem p und # beide un-

endlich gross werden. In der That liefert dann die Glei-

chung (4)

r- x = o,

sodass A' = die einfache und A = die zweifache Wurzel

ist. Der Hesse'schen Curve x
x
x
2
x

z
=0 gehört also x

1
x2
x

3
=

einmal und x
x

z -\-x^-\-x^ = zweimal als Fundamentalcurve

an. Ausserdem wird p = q, wenn

e?y- 1

also

2fi -. _ 2

ist. Dieses aber sind drei Werthe, für welche der linke Theil

der Gleichung (3) in drei lineare Factoren zerfällt, (S. die

Formeln (4) in [354]), für welche also die Hesse'sche Curve

aus drei Geraden besteht. Ist dann t- — 1, so wird

p = q = — 1 und daher, da cc -f- cc
2 = — 1 ist,

T = -2, -+1, =+1
oder

^ 1 o o

2fi

Dueüge, Curven dritter Ordnung. 17

Für ^- = cc ist ferner wegen (5) p = q = — a2 und
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damit

y = — 2a2
, =%-{- ß2

,
= -f- «2

;
— —= a, = — 2a,= — 2a.

Endlich für — —V — a2 hat man ü = q — — a und

j- =r= — 2 a, = -f- a, = -J- a, — -T =a-,=— 2a 2
,

=

—-2a 2
.

In allen diesen Fällen besteht daher die von der einfachen

Wurzel herrührende Fundamental - Curve aus den nämlichen

drei Geraden, wie die Hesse'sche Curve (vgl. [340]); und

ausserdem giebt es jedesmal noch eine zweite, von derjzwei-

fachen Wurzel herrührende Fundamentalcurve, welche eben-

falls die drei Geraden zur Hesse'schen Curve hat. Die Glei-

chungen dieser Curven sind folgende:

Hesse'sche Curve.

sy* O
. .

I
. /y> O I -v» -3 -"i T* /V* sy*

. .. I |

I I 2 ^ «Jt-t-l tAJiyJbrt \J

1 "~1 9 l" *^ *} I
*^ 9 *^ ^

" ~ " yJ

sy* O
,

I sy* O I sy* ö ____ -i /v — 'V* -"y* 'V* . ( 1

Fundamentalcurven

:

einfache Wurzel.

^v» O _L_ /y» O I /y* O --? /y» ^ /y» . I )
»X- I I ct/o I *AJ*> %.J iAs 1 vOq rt/O \J

CVt ~~\ iXs<y
"~J

iX-q OCX il< d/*> ct/O = \J

30

1

OCf)' [
JCo tJVt JU A JbsyJOo——\)

zweifache Wurzel.

JU 1
* "H Jüty "~| tX'O ' V/

T* " 1 n/* O I . ^V» O . I 1--* /-y» ry* /-y» ( I

*a^i 1X/9
|

*^Q ^ v iX/i 1^9 *^Q ^-'

X*5 ,
I -"V» O I ^y> tJ __!,. , (\ /v sy* sy sy* I \

i ^ *Ast)
j

tX/o Ul-v et/ 1 *Asn*A,--o W

/y» o
,

I /y O . I sy* ö
, I r*t /V * '>» sy* sy* 1 \dü\ ^ «X/9

|
«X/O ^ UlA- dit a*Aj cydU *) \J •

Die Vergleichung mit [354J zeigt, dass diese vier aus je drei

Geraden bestehenden Hesse'schen Curven die vier Gruppen

von je drei Geraden sind, auf welchen die Wendepuncte ver-

theilt liegen.

Es ergiebt sich daher, dass im Allgemeinen zu einer

Hesse'schen Curve stets drei verschiedene Fundamentalcurven

gehören; wenn aber die Hesse'sche Curve aus drei Geraden

besteht, so fallen zwei der Fundamentalcurven zusammen,

und die dritte ist mit der Hesse'schen Curve identisch.

Beweis 3.' S. [622J.

484. Aus [483. Bew. 1] folgt: Die drei Geradenpaare,

welche durch die Puncte eines Quadrupels einer Curve 3. 0.

v — gehen , sind die conischen Polaren des Tangential-
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punctes in Beziehung auf die drei Curven u = 0, welche als

Fundamental curven zu v als einer Hesse'schen Curve gehören.

{Cremona avt. 147. a.)

485. Zwei Puncte einer Curve 3. 0. u = 0, welche,

sobald man diese Curve als eine Hesse'sche betrachtet, auf

der letzteren coujugirte Pole sind, sollen conjugirte Pole der

Curve u genannt werden. Sind a
x
a

2
a
3
ax

die vier Puncte

eines Quadrupels, so lassen sich dieselben auf dreifache Weise

zu conjugirten Polepaaren anordnen, nämlich

«j a
2 , «

3
ft

4 ; a
x

r/
3 , a2

a
A , a^ a4> a2

a% \

denn da die gegebene Curve auf dreifache Weise als Hesse'-

sche Curve betrachtet werden kann, nämlich als zu drei ver-

schiedenen Fund. Curven gehörig, so gehört demselben Puncte

av je nachdem man eine dieser drei Fund. Curven wählt, a
2

oder «
3
oder a

4
als conjugirter Pol zu, und die beiden übrigen

Puncte sind dann ebenfalls conjugirte Pole [444]. Demnach
giebt es auf einer Curve 3. 0. drei verschiedene Systeme

conjugirter Polepaare, und die drei Puncte a
2
a
z aA , welche

in diesen drei Systemen zu «, als conjugirte Pole gehören,

bilden mit a
x

ein Punctquadrupel. Alle von den conjugirten

Polen einer Hesse'schen Curve geltenden Sätze gelten daher

ohne Weiteres auch von den conjugirten Polen desselben

Systemes einer beliebigen Curve 3. 0., so bald diese als

Hesse'sche Curve betrachtet wird. Ausserdem ergiebt sich

hieraus, dass zwei Puncte einer Curve 3. 0., die denselben

Tangentialpunct haben (corresponclirende Puncte sind), auch

stets als conjugirte Pole in einem der drei Systeme betrachtet

werden können.

. 486. Aufgabe. Eine Curve 3. 0. zu construiren, wenn
dieselbe durch ein Punctquadrupel und den zugehörigen

Tangentialpunct gegeben ist [404].

Auflösung. Man betrachte die zu construirende Curve

als eine Hesse'sche Curve und ordne die Puncte des Quadru-

pels in beliebiger Weise paarweise einander als conjugirte

Polepaare zu. Sind dann aa', bb' diese beiden Paare und p
der Tangentialpunct, so ist der Durchsclmittspunctp'= {aa, bb')

der zu p conjugirte Pol [452]. Wenn man nun immer zu je

zwei conjugirten Polepaaren das dritte Punctepaar nach [82]

17*
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bestimmt, erhält man neue Punetepaare der gesuchten Curve,

welche dann auch stets conjugirte Polepaare sind [441]- In-

dem man also von den gegebenen Puncten ad, bb'
, p aus-

geht, bestimmt man zuerst p — {ad, bb'), sodann liefern je

zwei Paare ein neues Paar in folgender Art:

ad, bb' liefern cd dd, bb' liefern ff
cc',pp „ dd ee',bb' „ hh'

dd', ad „ ee' ee', cc „ ii'

u. s. f.

Bemerkung. Da bei dieser Construction auch Gerade

zu ziehen sind, welche einen Curvenpunct mit den Puncten

eines Quadrupels verbinden, so erhält man nach [382] auch

immer neue Punctquadrupel , deren Tangentialpuncte nach

[487] oder [412] ebenfalls gefunden werden können.

487. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ein

Punctquadrupel aa'bb' und den zugehörigen Tangentialpunct

p gegeben ist, an dem Durchschnitte eines der drei durch

das Quadrupel gehenden Geradenpaare z. B. an p = {ad, bb')

die Tangente zu construiren.

Auflösung. Die gesuchte Tangente ist der zu p'p in

Beziehung auf p {et , b') zugeordnete harmonische Strahl. —
Denn sieht man die gegebene Curve in der Art als Hesse'-

sche Curve an, dass p' {d, b') die corjische Polare von p in

Beziehung auf eine der drei Fundamentalcurven ist, so sind

dies zugleich die Doppelstrahlen der von p nach den conju-

girten Polen gehenden Involution [478]. Da nun p der con-

jugirte Pol zu p' ist, so sind p {p, p) conjugirte Strahlen

der Involution und daher einander harmonisch zugeordnet in

Beziehung auf p {d b') [67, 40]. Aber der Strahl p'p' ist die

Tangente in p'. (Folgt auch aus [474].)

Zusatz. Construirt man auf diese Weise die Tangenten

an den Durchschnitten von zwei durch das Quadrupel gehen-

den Geradenpaaren, so liefert der Schnittpunct dieser beiden

Tangenten zugleich den zu p zugehörigen Tangentialpunct q.

(Vgl. [412].)

488. Aufgabe. Wenn eine durch ein Punctquadrupel

und den zugehörigen Tangentialpunct gegebene Curve nach
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[486] durch ihre conjugirten Polepaare construirt ist, in einem

beliebigen Puncte m derselben die Tangente zu construiren.

Auflösung. Ist m einer der construirten Puncte, so

hat die Construction [486] auch den zu m conjugirten Pol tri

ergeben, im entgegengesetzten Falle findet man tri nach [447].

Zieht man nun aus m Strahlen nach irgend zwei Paaren

conjugirter Pole z. B. nach ad und bb', so ist die gesuchte

Tangente der zu m m conjugirte Strahl in der durch m {ad bb')

bestimmten Involution [450] und kann nach [117] construirt

werden.

§• 7.

489. Zwei conjugirte Polepaare desselben Systemes sind

nach [442] stets correspondirende Punctepaare. Es gilt aber

auch das Umgekehrte: Wenn zwei Paare correspondirender

Puncte ad, bb' (d. h. solche Punctepaare, von denen jedes

einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct besitzt) zugleich

correspondirende Punctepaare sind (d. h. so liegen, dass das

durch sie bestimmte dritte Punctepaar cd ebenfalls sich auf

der Curve befindet) so sind sie conjugirte Polepaare in dem-

selben System. {Cremona art. 146. b.)

Beweis. Die drei Paare ad, bb', cd bilden die Ecken
eines vollständigen Vierseits [82]. Wäre nun (Fig. 37) nicht

b', sondern b" der zu b conju-

girte Pol in demselben Systeme,

wie ad, und ist dann ee das

durch ad und bb'' bestimmte

dritte Punctepaar, so würden

ee auf der Curve liegen und

mit ad, bb'' die Ecken eines

vollständigen Vierseits bilden c

[441]. Von jedem der Paare cd und ee liegt aber ein Puuct
mit ab in gerader Linie, etwa c und c. Man hätte dann
also vier Puncte a b c e, welche auf der Curve und zugleich

in einer Geraden liegen, was nicht möglich ist.

490. Hieraus folgt: Liegen die sechs Ecken eines voll-

ständigen Vierseits auf einer Curve 3. 0., so sind die drei

Paare gegenüberliegender Ecken conjugirte'Polepaare in dem-
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Fig. 38.

selben System, und deren drei Tangentialpuncte liegen nach

[379] in einer Geraden. — Denn je zwei gegenüberliegende

Ecken sind correspondirende Puncte [379] und je zwei Paare

gegenüberliegender Ecken correspondirende Punctepaare.

(Cremona art. 146. b.)

491. Sind ad conjugirte Pole in einem System mit dem
Tangentialpunct a, bb' conjugirte Pole in einem zweiten

Systeme mit dem Tangentialpunct ß, und schneidet man die

Curve mit ab, ab', aß resp. in c, c, y, so sind c c conjugirte

Pole in dem dritten Systeme, und y ihr Tangentialpunct.

Beweis (Fig. 38). Zunächst folgt aus [230], da sowohl

abc, als auch a'b'c' in gerader Linie liegen, dass y der

Tangentialpunct sowohl zu c als auch

zu c ist. Demnach sind cc corre-

spondirende Puncte und können also

auch als conjugirte Pole in einem der

drei Systeme betrachtet werden [485].

Gehörten nun cc und ad zu dem-

selben Systeme, so müsste nach [441]

der Durchschnitt {ac, de') = e auf

der Curve und zugleich auf der Ge-

raden ac liegen, auf welcher sich

schon der Punct b befindet, dann aber hätte man vier Curven-

punete in gerader Linie. Aus demselben Grunde können auch

cc' und bb' nicht demselben Systeme angehören. — Dies gilt

nur, wenn ad und bb' selbst verschiedenen Systemen ange-

hören, denn sonst würden a b und d b' die Curve in demselben

Puncte treffen [441] , und daher c mit c zusammenfallen.

{Hesse. Ueber Curven 3. 0. etc. Crelle'd Journ. Bd. 36. pag. 151. Cre-

mona art. 146. c.)

492. Man kann mit Hülfe des vorigen Satzes, welcher

Fig. 39. sich auf conjugirte Polepaare verschie-

dener Systeme, und des Satzes [445],

der sich auf conjugirte Pole desselben

Systemes bezieht, die 16 Geraden von

[385] wiederfinden, welche die Be-

rührungspunete der aus drei in gera-
f* der Linie liegenden Curvenpuncten an

die Curve gelegten Tangenten zu je dreien verbinden. Denn
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bezeichnet man wie in [385 1 mit a
t
b

{
c

y
irgend drei dieser

Berührungspnncte, die in gerader Linie liegen, und mit

au bh Ch ihre demselben Systeme angehörigen conjugirten Pole,

so dass man die drei Systeme erschöpft, wenn man dem In-

dex h nach und nach die Werthe 2, 3, 4 giebt, so liefert

zuerst [445] die Geraden

a
x
b h c/t b

{
ah ch c

x
ah bh

welche neun Gerade darstellen, wenn h gleich 2, 3, 4 gesetzt

wird. (Fig. 39.) Bezeichnet man ferner, wenn dem Index h

drei verschiedene Werthe gegeben werden, diese mit h, i, k
}

so zieht in Folge von [491] die Existenz der Geraden a
x
b

{
c

{

die folgende
ah bi Ck

nach sich, welche sechs Gerade darstellt, wenn für h, i, k

die allemal von einander verschiedenen Indices 2, 3, 4 in

allen möglichen Anordnungen gesetzt werden. {Hesse 1. c. [49 1]

pag. 153. Cremona art. 149.)

493. Sind ab c d vier beliebige Puncte einer Curve 3. 0.,

ab' c d', a"b" c" et', d"b"'c" d'" die ihnen in den drei Systemen

conjugirten Pole, sodass ad a" et",bb'b"b"\ cd' c" c", dd'd"d'"

vier Quadrupel bilden, und legt man durch eine der ersteren

vier Gruppen, z. B. ab c d, einen Kegelschnitt, welcher die

Curve in e, f schneidet, so liegen diese Puncte auch mit jeder

der drei anderen Gruppen a'b'cd', d'b" c" d", a'b'"c"'d'' in

Kegelschnitten. — Aus [454], wenn man diesen Satz auf die

conjugirten Pole in allen drei Systemen anwendet.

494. Die vier Punctgruppen ab cd, a'b'c d', a"b"c"d"
}

d"b"'c'"d" haben den nämlichen gegenüberliegenden Punct.

— Aus [455].

495. Alle Curven 3. 0., welche durch zwei dieser vier

Punctgruppen hindurch gehen, gehen auch durch den Punct,

welcher der Tangentialpunct ist zu dem den vier Gruppen

gemeinschaftlich gegenüberliegenden Puncte. — Aus [457].
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Neunter Abschnitt.
Die Cayley'sehe Curve.

§ 1.

496. Die Curve, welche die sämmtlichen polaren Geraden-

paare in Bezug auf eine Curve 3. 0. u einhüllt, heisst die

Cayley'sehe Curve für die Fundamentalcurve u {Cremona

art. 133. b.)*). Betrachtet man eine Curve 3. 0. als eine

Hesse'sche Curve, so dass ihr drei andere Curven 3. 0. als

Fundamentalcurven zugehören [483] , so gehört zu jeder der

letzteren eine andere Cayley'sehe Curve.

497. Die drei Geradenpaare, welche die Puncte eines

Quadrupels bei einer Curve 3. 0. u verbinden, sind Tangenten

an den drei Cayley'schen Curven, welche zu u gehören, wenn
diese als Hesse'sche Curve aufgefasst wird. — Denn diese

Geradenpaare sind die conischen Polaren des Tangentialpunctes

in Beziehung auf die drei Fundamentalcurven [484]. {Hesse,

Ueber Curven 3. 0. etc. Crelle's Journ. Bd. 38. pag. 252. Cremona.

148. a)

498. Lässt man eine Gerade G alle möglichen Lagen

in der Ebene annehmen und bestimmt jedesmal ihre vier

Pole ab c d bezüglich einer Curve 3. 0., so beschreiben die

Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks ab c d die Hesse'-

sche Curve [465], und die Seiten dieses Vierecks hüllen die

Cayley'sche Curve ein. — Denn diese Seiten bilden die sämmt-

lichen conischen Polaren, welche aus Geradenpaaren bestehen

[465], (Cremona art. 133. d.)

*) Nachdem Hesse (Ueber Curven dritter Ordnung und Curven

dritter Classe. Crelle's Journ. Bd. 38. pag. 241) diese Curve zuerst

aufgestellt und in Verbindung mit der Hesse'schen Curve betrachtet

hatte, wurde sie später von Cayley (A memoir on curves of the third

order. Phil. Trans, vol. 147. pag. 415) noch ausführlicher behandelt.

Cayley selbst hatte diese und eine andere Curve von minderer Wichtig-

keit mit den Namen „the Pippian" und „the Quippian" belegt, aus

Anlass des Umstandes, dass er sie ursprünglich mit den Buchstaben P
und Q bezeichnet hatte.
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499. Die Cayley'sche Curve ist von der dritten Classe,'

d. h. aus jedem Puncte der Ebene gehen drei Tangenten an

dieselbe [186]. — Denn durch jeden Punct der Ebene gehen drei

Geraden, welche zu polaren Geradenpaaren gehören [465].

Für einen auf der Cayley'schen Curve liegenden Punct fallen

zwei von diesen Tangenten zusammen. {Hesse 1. c. [497] pag.

252. Cayley. A memoir on curves of the third Order. Phil. Trans,

vol. 147. pag. 417. Cremona art. 133. b.)

500. Die drei Tangenten, welche von einem Puncte h

der Hesse'schen Curve (Fig. 35) an die Cayley'sche Curve
Fig. 35.

8

gelegt werden können, sind : das polare Geradenpaar, das sich

in h schneidet, und die durch den zu h conjugirten Pol h'

gehende Gerade. Die beiden ersteren bilden die conische

Polare von h' und gehen zugleich durch die Puncte a, d, die

mit h als Doppelpol zusammen die vier Pole der Geraden

h'k' bilden, welche die Hesse'sche Curve in li berührt [473].

{Cayley 1. c. [499] pag. 417. Cremona art. 133. c.)

501. Eine Gerade, welche zwei conjugirte Pole der

Hesse'schen Curve verbindet, ist eine Tangente der Cayley'-

schen Curve. — Denn eine solche Gerade gehört einem po-

laren Geradenpaare an [470]. Und umgekehrt : Eine Tangente

an der Cayley'schen Curve trifft die Hesse'sche Curve in zwei

conjugirten Polen und im Allgemeinen ausserdem noch in

einem dritten Puncte. — Aus [477], da eine Tangente an
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der Cayley'schen Ourve einem polaren Geradenpaare angehört.

{Cayley 1. c. [499] pag. 417. 423. CremoQa art. 135. c)

502. Unter den drei von einem Punctc h der Hesse'-

schen Curve (Fig. 35) an die Cayley'sche Curve gehenden

Tangenten ist diejenige, welche durch den zu h conjugirten

Kg. 35. Pol li geht, in Be-

ziehung auf die

beiden anderen

Tangenten h(a, d)

harmonisch zu-

geordnet zu der

Tangente hk' an

der Hesse'schen

Curve in h. —
Aus [474] mit

Rücksicht auf

[500]. {Cayley \. C.

[499] pag. 417.)

503. (Fig. 35.)

Ist h ein Punct

der Hesse'schen Curve, und sind a, d die Puncte, welche rnit

h als Doppelpol zusammen die vier Pole einer Geraden bilden

Fig- se.
[469], so sind diese zugleich

\)V diejenigen Puncte, in welchen

V\ die Tangenten h (a, d) [500]

\ \ die Cayley'sche Curve berüh-

\ \ ren. Die Gerade ad aber ist

selbst auch eine Tangente

der Cayley'schen Curve.

Beweis. Wenn ab cd

(Fig. 36) die vier Pole einer

Geraden G (bezüglich der

Fundamental-Curve) sind, so

sind ab, ac, ad die drei aus

a an die Cayley'sche Curve

\ \ gehenden Tangenten [498].

Fallen nun b und c in einen Doppelpol h zusammen, so liegt

h auf der Hesse'schen Curve [467], gleichzeitig fallen dann

auch die Tangenten ab, ac in eine ah zusammen, und daher
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liegt daim a auf der Cayley'schen Curve und ist der Berührangs-

punct der Tangente a h [187]. Ebenso wird d der Beriihrungs-

punct der Tangente d h, die Gerade a d aber bleibt Tangente

an der Cayley'sche Curve. {Cremona art. 135.)

Bemerkung. Ist li (Fig. 35) der conjugirte Pol zu //
;

und ß, ;
d

t
die zu li als Doppelpol gehörigen einfachen Pole,

so sind auch a
t , dA die Berührungspuncte der von li an die

Cayley'sche Curve gehenden Tangenten h'(au rf,). Diese beiden

Puncte aber liegen nach [472] auf der die Puncte a, d ver-

bindenden Geraden, welche nach [469] mit hli zusammen die

conische Polare des Tangentialpunctes k' von li, li bildet.

50-4. Man kann daher auch sagen: Sind h, li (Fig. 35)

zwei conjugirte Pole der Hesse'schen Curve, sodass [501] hh'

eine Tangente an der Cayley'schen Curve ist, und zieht man
aus h und li die beiden übrigen an die Cayley'sche Curve

gehenden Tangentenpaare h(a, d) und li(ai} d^), (welches zu-

gleich die conischen Polaren von li und h sind [469 und 472]),

so sind die Berührungspuncte a d a
1
dA der vier letzteren Tan-

genten die Durchschnitte derselben mit derjenigen Geraden,

welche mit h h' zusammen eine conische Polare bildet. Diese

letztere Gerade a d a
v
d^k berührt die Cayley'sche Curve und

schneidet sie ausserdem in den vier Puncten a d a
i
äv

505. Zwei Tangenten der Cayley'schen Curve, welche

die Eigenschaft haben, dass die Verbindungslinie ihrer Be-

rührungspuncte wieder eine Tangente an derselben Curve ist,

heissen correspondirende Tangenten. Dann sind die-

jenigen zwei aus einem Puncte der Hesse'schen Curve an die

Cayley'sche Curve gehenden Tangenten, welche zusammen

eine conische Polare bilden, stets correspondirende Tangenten

[503]. {Cremona. art. 135 a.)

506. Lässt man eine Gerade G sich so bewegen, dass

sie fortwährend die Hesse'sche Curve berührt, so dass von

ihren vier Polen stets zwei in einen Doppelpol zusammen-

fallen, so beschreibt der Doppelpol h die Hesse'sche Curve

[468], die beiden einfachen Pole a
}
d aber die Cayley'sche

Curve, und die Verbindimgslinien ha, ad, dh hüllen die Cay-

ley'sche Curve ein. — [503.] (Cremona. art. 135.)

507. Zieht man aus einem Puncte h der Hesse'schen
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Curve an die Cayley'sche eine Tangente ha (oder hd), welche

nicht durch den zu h conjugirten Pol 1% geht (Fig. 35) [500],

so ist ihr Berührungspunct a (oder d) der Durchschnitt dieser

Tangente mit derjenigen Geraden, welche mit h K zusammen
eine conische Polare bildet [504] (nämlich die conische Polare

des Tangentialpunctes k' von h
}
h' [469] ). (Cremona. art. 135 c.)

508. Zieht man aus einem Puncte h der Hesse'schen

Curve (Fig. 35) an die Cayley'sche Curve diejenige Tangente,

welche durch den zu h conjugirten Pol li hindurchgeht [500]

und die Cayley'sche Curve in i berühren möge; ist ferner k

der dritte Schnittpunct dieser Geraden mit der Hesse'schen

Curve, k' der conjugirte Pol zu k, und i der Punct, in wel-

chem die Gerade kk' die Hesse'sche Curve schneidet, so trifft

diejenige Gerade, welche mit k k' zusammen eine conische

Polare bildet und daher [436, 477] durch i geht, die Tangente hh'

in dem Berührungspuncte t. — Denn betrachtet man die

Tangente hh' k als von k ausgehend, so geht sie nicht durch

den zu k conjugirten Pol k', und folglich liegt nach [507] ihr

Berührungspunct t auf derjenigen Geraden, welche mit k k'

zusammen eine conische Polare bildet *, also auf t i.

509. (Fig. 35.) Eine Tangente k a d an der Cayley'schen

Curve schneidet diese Curve ausserdem in vier Puncten

ad, a
i
d

1
und zwar: ist k ein Durchschnitt dieser Tangente

mit der Hesse'schen Curve und k hh' diejenige Tangente aus

k an die Cayley'sche Curve, welche mit k a d zusammen eine

conische Polare bildet und daher [477] durch zwei conjugirte

Pole h h' geht, so sind ad, «, d
x
die Durchschnitte der ersteren

Tangente mit den conischen Polaren von h' und h. Ausserdem

sind auch h{ad) und h'(a
l
d

i
) Tangenten an der Cayley'schen Curve,

und ad,a
i
d

l
deren Berührungspuncte. — Aus [504], denn

jede Tangente der Cayley'schen Curve ist eine Gerade eines

polaren Geradenpaares [496] , die dazu gehörige andere Gerade

aber geht, wie auch die erstere, durch zwei conjugirte Pole

der Hesse'schen Curve [477].

510. Trifft eine Tangente an der Cayley'schen Curve die

Hesse'sche Curve in den Puncten h, h' , k, von welchen hh'

conjugirte Pole seien [501], so ist ihr Berührungspunct / har-

monisch zugeordnet zu k in Beziehung auf h h' . (Fig. 35.)

(Cayley 1. c. [499] pag. 417. 425. Cremona art. 135 c.)
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Beweis, Sei k' der conjugirte Pol zu k, und i der dritte

Sclmittpunct der Hesse'schen Curve mit der Geraden kl.', so

trifft die nach [436, 477] durch i gehende Gerade, welche mit kl.'

zusammen ein polares Geradenpaar bildet, die Tangente

lili k in dem Berührungspuncte t [508J. Nun bilden aber die

einer conischen Polare angehörigen Geraden i t und i k die

Doppelstrahlen der Involution, deren conjugirte Strahlen von

i nach den conjugirten Polen der Hesse'schen Curve gehen

[478], mithin sind die Strahlen i(h,li) einander harmonisch

zugeordnet in Bezug auf i(t, k), und daher h h' t k vier har-

monische Puncte.

Fig. 35.

511. (Fig. 35.) Die gemischte gerade Polare (bezüglich

der Fundamental-Curve) [275] zweier Puncte der Hesse'schen

Curve, von denen der eine, k', der Tangentialpun et des an-

deren, h, ist, ist eine Tangente der Cayley'schen Curve und

verbindet den Berührungspunct h mit dessen conjugirten Pole

li . Und umgekehrt: Eine Tangente der Cayley'schen Curve

ist die gemischte gerade Polare zweier Puncte der Hesse'schen

Curve, von denen der eine der Tangentialpunct des anderen

ist; und zwar: sind h, ti die conjugirten Pole, in welchen die

Tangente an der Cayley'schen Curve die Hesse'sche Curve

trifft, und k' deren Tangentialpunct, so ist h li die gemischte

gerade Polare von h und k' (und auch von li und Ä').
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Beweis. Die gemischte gerade Polare zweier Puncte li

und k' ist gleichzeitig die Polare von h in Beziehung auf die

conische Polare von k', und die Polare von k' in Beziehung

auf die conische Polare von li [275]. Aber die letztere ist

das Geradenpaar li' (a^ d
x )

und die Polare von k' in Beziehung

auf dieses ist li li, da li li harmonisch zugeordnet ist zu lik'

in Beziehung auf li (a
l
d

t ) [474] oder [502], Da jede Tangente

der Cayley'schen Curve die Hesse'sche Curve in zwei conju-

girten Polen trifft [501], so gilt auch das Umgekehrte.

512. Demnach folgt: Die Cayley'sche Curve ist die Ein-

hüllende der gemischten geraden Polaren je zweier Puncte

der Hesse'schen Curve , von denen der eine der Tangential -

punct des andern ist. [Cremona art. 138 b.)

§. 2.

513. Die Cayley'sche Curve, welche von der dritten

Classe ist [499], ist zugleich von der sechsten Ordnung, und

besitzt daher weder Doppeltangenten noch Wendepuncte, da-

gegen neun Rückkehrpuncte. [187 Note.]

Beweis. Da die Cayley'sche Curve von der dritten Classe

ist , so kann sie höchstens von der Ordnung 3.2 = 6 sein.

Nun trifft aber eine Tangente an der Cayley'schen Curve

diese ausserdem noch in vier Puncten [509], sodass sie sechs

Puncte mit der Curve gemein hat. Demnach ist diese auch

nicht von einer niedrigeren Ordnung. {Cremona art. 135 b.)

514. Die Hesse'sche und die Cayley'sche Curve schneiden

einander gar nicht, sondern berühren einander nur, und zwar

in denjenigen neun Puncten, welche die conjugirten Pole der

neun Wendepuncte der Hesse'schen Curve (und der Funda-

mental-Curve) sind. Ihre gemeinschaftlichen Tangenten in

diesen neun Puncten sind die Wendetangenten der Funda-

mental-Curve.

Beweis. (Fig. 35.) Ist h ein Wendepunct der Hesse'-

schen Curve (also auch der Fundamental-Curve) und li dessen

conjugirter Pol , so berührt die Gerade li li die Hesse'sche

Curve in li und ist Wendetangente an der Fundamentalcurve

in li. Es fällt nämlich der dritte Schnittpunct k der Geraden

li li mit der Hesse'schen Curve mit li zusammen [463]. Nun
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ist h ti auch Tangente an der Cayley'sche Curve, und deren

Berührungspunct t harnionisch zugeordnet zu k in Beziehung

auf h ti [510]. Fällt also k nach ti, so fällt auch l in diesen

Punct, und daher berührt die Gerade h h' in dem Puncte ti

nicht bloss die Hesse'sche Curve, sondern auch die Cayley'sche

Curve. Diese beiden Curven haben demnach in den neun zu den

Wendepuncten conjugirten Polen achtzehn Puncte mit einander

gemein. Da sie resp. von der dritten und sechsten Ordnung

sind, so können sie ausserdem keinen Punct gemeinschaftlich

haben. {Cremona art. 141 b.)

Fig. 35.

/«*-

515. Die Cayley'sche Curve schneidet die Fundamental-

curve in den achtzehn Puncten, welche die Berührungs-

puncte der Tangenten sind, die die Fundamentalcurve ausser

ihren Wendetangenten mit der Hesse'schen Curve gemeinschaft-

lich hat [464].

Beweis. Ist a der Berührungsimnet einer dieser gemein-

schaftlichen Tangenten auf der Fundamentalcurve (also kein

Wendepunct) so ist er einer der vier Pole dieser Geraden

[269]. Da diese auch zugleich die Hesse'sche Curve berührt,

etwa in ti, so fallen zwei Pole derselben in den zu ti con-

jugirten Pol h zusammen [468] , und zwei liegen auf der Cay-

ley'schen Curve [506]; da nun der Punct a nicht mit h zu-

sammenfällt, weil er nicht auf der Hesse'schen Curve liegt,
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so muss er auf der Cayley'schen Curve liegen. Die achtzehn

auf der Fundanientalcurve liegenden Berührungspuncte befinden

sich also auch auf der Cayley'schen Curve. Mehr als achtzehn

Puncte aber können diese beiden Curven nicht gemeinschaft-

lich haben. (Cremona art. 141 a.)

516. Die harmonischen Polaren der neun Wendepuncte
der Fundamental- und der Hesse'schen Curve sind die Rück-

kehrtangenten in den neun Spitzen der Cayley'schen Curve [513].

Beweis. Wenn h (Fig. 35) ein Wendepunct wird, so

treten nach [463] und [475] folgende Specialisirungen ein:

h Ji wird Wendetangente an der Fundamentalcurve und be-

rührt die Hesse'sche Curve in h', sodass k nach W fällt. Von
den beiden Geraden h'{a

x , dx )
welche die conische Polare von

h bilden, fällt die eine, etwa h'd1} mit der Wendetangente

zusammen, und die andere tia
x
oder jetzt ka

x
wird die har- <

monische Polare des Wendepunctes h. Nun waren aber die

beiden jetzt zusammenfallenden Geraden a
1
h' und a

t
k Tan-

genten an der Cayley'schen Curve, und zwar bildete a
x
den

Berührungspunct von a
l
li sodass in diese Gerade schon zwei

Tangenten zusammenfielen [503], und a
t
k war die dritte von

«
1

an die Cayley'sche Curve gehende Tangente [503]. Da
diese dritte jetzt auch mit den beiden ersteren zusammenfällt,
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so bilden diese drei in die harmonische Polare von // zusam-

menfallenden Geraden eine Rückkehrtangente <lrr Cayley'sehen

Curve, und </
{

wird der Rückkehrpunct.
1
187. Note.] {Hesse l. c.

[497] pag. 2G0. Crcmona art. 141. c.)

Zehnter Abschnitt.

Der begleitende Kegelschnitt.

517. Zieht man aus einem Puncte a die sechs Taugenten

an eine Curve 3. 0., deren Berührimgspuncte also [270 1 auf

der conischen Polare von a liegen, so befinden sich die Taugen-

"tialpuncte dieser sechs Berührungspuncte nach [248] auf einem

neuen Kegelschnitte, welcher der den Puuct a und die conische

Polare desselben begleitende Kegelschnitt genannt wer-

den soll. {Cremona art. 138. „conica satellite." Curlze übersetzt „bei-

geordneter Kegelschnitt".)

518. Die conische Polare eines Punctes a und der sie

begleitende Kegelschnitt berühren einander in den beiden

Puncten, in welchen beide von der geraden Polare von a

getroffen werden. {Salmon pag. 68. Cremona art. 138.)

Beweis. Sei x ein beliebiger Punct, und z einer der

Durchschnitte der Geraden a x mit der Curve 3. 0. u = 0.

Dann kann man setzen [19]

?i = a] + Xx{ (/ = 1, 2, 3)

und erhält [149] die Werthe von A, welche den drei Durch-

schnittspuneten der Geraden a x mit der Curve zugehöreir,

aus der Gleichung

= ua -f X4x (ua) -f g- z/.r
2 {ua) -4-

2
~^ 4J (i(a ),

die man auch schreiben kann [5]

= ua -4- 2i,(««) + X24a {ux) -4- X*ux ,

oder, weun man zur Abkürzung

4x (ua) = 4', 4a (ltx) = % d-? (Ua) = zf'

setzt,

(1) = u„ -f XA *f X2 J" 4- P n,, .

Durege, Curveu dritter Ordnung. 18
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Darin bedeutet A' = die gerade Polare, und A" = die

conische Polare des Punctes a bei veränderlichen X; [267].

Soll nun der Punct x so liegen, dass die Gerade ax die Curve

berührt, so muss die Gleichung (1) zwei gleiche Wurzeln Ä

haben, die Bedingung dafür aber ist [9]

(4?/„zT — z/'
2)z/"2 + (4z/' 3 — 18 ua A' A" + 27 ux uj)ux=0.

Diese Gleichung stellt bei veränderlichen xi den geometrischen

Ort aller der Puncte x dar, für welche die Gerade ax Tangente

an der Curve ist; sie ist also die Gleichung der sechs von a

an die Curve gehenden Tangenten. In der That ist diese

Gleichung vom sechsten Grade, da z/', A" , ux resp. vom 1.,

2. , 3. Grade sind , während ua eine Constante ist. Setzt man
ux = 0, so erhält man die Puncte, welche die sechs Tangenten

mit der Curve gemein haben. Für vx = aber wird

A" 2 = und 4w«zT — z/'
2 — 0.

Die erste Gleichung sagt aus, dass ein Theil dieser der Curve

und den sechs Tangenten gemeinsamen Puncte auf zwei mit

A", d. h. mit der conischen Polare von a, zusammenfallenden

Kegelschnitten liegen, dass die Tangenten also die Curve in

den Durchschnitten mit der conischen Polare berühren, wie

bekannt [270]. Die zweite Gleichung aber sagt aus, dass die

übrigen der Curve und den sechs Tangenten gemeinsamen

Puncte (d. i. die Tangentialpuncte der sechs Berührungspuncte)

auf dem Kegelschnitte

K = 4ua A" — zf2 =
liegen. Dies ist die Gleichung des begleitenden Kegelschnittes.

Die Form derselben zeigt, dass der begleitende Kegelschnitt

die conische Polare A" = in den Puncten berührt, in wel-

chen beide von der geraden Polare z/' = getroffen werden,

denn setzt man z/" = 0, so folgt z/' 2 = 0, d. h. die Puncte,

welche A" = und K= gemeinsam haben, liegen auf zwei

mit A' = zusammenfallenden Geraden. (Salmon pag. 68.)

519. Hieraus und aus [274] folgt unmittelbar: Diev
gerade

Polare eines Punctes bezüglich einer Curve 3. O. ist gemein-

schaftlich die Polare desselben Punctes sowohl in Bezug auf

dessen conische Polare, als auch in Bezug auf ihren beglei-

tenden Kegelschnitt, und trifft diese beiden Kegelschnitte in

denselben Puncten.
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520. Bestellt die conische Polare eines Punctes a aus zwei

Geraden C, (", (sodass a auf der Hesseschen Cnrve liegt [268

so besteht auch der begleitende Kegelschnitt aus zwei Geraden,

uäinlich aus den Begleiterinnen der Geraden C und C
— Denn der begleitende Kegelschnitt geht durch die Tangen-

tialpuncte der Pnncte, in welchen C uud C die Curve schnei-

den; diese Tangentialpuncte aber liegen zu je drei auf zwei

Geraden, die eben die Begleiterinnen von C uud C sind

(Cremona art. ] 38 a.)

521. Bilden zwei Gerade C, Cf die conische Polare eines

Punctes a der Hesse'schen Curve, so schneiden sich ihre Be-

gleiterinnen II, II' ebenso wie C
}
C [438] in dem zu a con-

jugirten Pole ä der Hesse'schen Cnrve. — Denn die Polare

von a in Bezug auf die beiden Kegelschnitte (C , C") und

(B, B/

) ist eine und dieselbe Gerade [510] und trifft beide

in denselben Prihcten. Für (C , C) fallen diese Durch-

schnittspunete in a zusammen, also auch für (B, Bf). {Cremona

art. 138 a. i

522. Da der Dnrchschnittspnnct einer Geraden und ihrer

Begleiterinn der begleitende Punct der ersteren Geraden ist

[230] ;
so folgt: Zwei Gerade, welche die conische Polare eines

Punctes a der Hesse'schen Curve bilden, haben beide den zu

a conjugirten Pol d der Hesse'schen Curve zum begleitenden

Punct. {Cremona art. 138 a.'

523. Da eine einem polaren Geradenpiaare angehörige

Gerade eine Tangente an der Cayley sehen Curve ist [496], so

folgt ferner: Der eine Tangente der Cayley sehen Curve be-

gleitende Pimct liegt auf der Hesse'schen Curve, oder anders

ausgedrückt: Schneidet eine Tangente der Cayley'schen Curve

die Fundamentalcurve in a b c, und sind a ß y deren Tangen-

tialpuncte, so liegt der Durchschnitt der Geraden a h c und

a ß y auf der Hesse'schen Curve.

524:. Demnach: Umhüllt eine Gerade die Cayley'sche

Curve, so beschreibt der die Gerade begleitende Punct die

Hesse'sche Curve, oder: die Hesse'sche Curve ist der geome-

trische Ort für die begleitenden Puncte der Tangenten

der Cayley'schen Curve. {Cayley 1. c. [499] pag. 439. Cremona art

138 a.)

18*
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525. (Fig. 35.) Ist h ein Punct der Hesse'schen Curve,

ti der ihm conjugirte Pol und ti k' die Tangente der Hesse'-

schen Curve in ti, so sind die Geraden tili und ti k' einander

harmonisch zugeordnet, sowohl in Bezug auf die conische

Polare von h, als auch in Bezug auf den begleitenden Kegel-

schnitt derselben. — Denn die Tangente h'k' ist die gerade

Polare von h in Beziehung auf die Fundamentalcurve, [459]

und daher [519] die Polare von li sowohl in Bezug auf die

conische Polare von h , als auch in Bezug auf den begleiten-

den Kegelschnitt.

Elfter Abschnitt.

Die Poloeonik einer Geraden in Verbindung mit der

Hesse'schen Curve. Kegelschnitte, welche eine Curve 3. O.

in drei Puncten berühren.

§• 1.

526. Die Poloeonik einer Tangente der Cayley'schen Curve

besteht aus zwei Geraden-, und umgekehrt: eine Gerade, deren

Poloeonik aus zwei Geraden besteht, ist eine Tangente der

Cayley'schen Curve. — Denn da nach [496] eine Tangente

der Cayley'schen Curve stets einem polaren Geradenpaare an-

gehört, und umgekehrt jede solche Gerade die Cayley'sche

Curve berührt, so kommen [327] [328] zur Anwendung.
(Cayley 1. c. [499] pag. 432.)

527. Hieraus folgt: Die Cayley'sche Curve ist die Ein-

hüllende der Geraden, deren Poloconiken aus Geradenpaaren

bestehn. {Cayley 1. c. [499] pag. 432. Cremona art. 136. b.)

528. Die Poloeonik der Geraden h ti, welche zwei con-

jugirte Pole der Hesse'schen Curve verbindet, besteht aus den

Tangenten k
r
(h, ti) in h und ti an der Hesse'schen Curve.

(Fig. 35.)

Beweis. Die Gerade hti gehört zu einem polaren Ge-

radenpaare, dessen Doppelpunct der dritte Durchschnitt k der

Geraden li ti mit der Hesse'schen Curve ist [469], folglich ist
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die Poloconik von h //' ein Geradenpaar, das sich in dem
Pole jenes polaren Geradenpaares, d. h. in dein zu k conju

girten Pole k' schneidet [328]. Nun hat aber die Gerade hh'

mit der conischen Polare von h zwei Puncto geniein in h'

,

also geht nach [.'321] die Poloconik von h li durch h hindurch;

ebenso geht sie auch durch h', und folglich ist sie das Ge-

radenpaar k'(h, ti). Der Punct k' aber ist nach [449] der

Tangentialpunct zu h und H .
{Cremona art. 136. b.)

Fig. 35.

S«rr-—~~~

529. Daraus folgt auch umgekehrt: Eine Tangente der

Hesse'schen Curve bildet einen Theil der Poloconik derjenigen

Geraden, welche den Berührungspunct h mit dessen conju-

girten Pole h' verbindet, und der andere Theil dieser Polo-

conik ist dann die Tangente in h'.

530. Ferner folgt aus [528] und als Ergänzung zu [329]:

Bilden die Geraden k{hh'', 11') ein polares Geradenpaar, wel-

ches die Hesse'sche Curve in den conjugirten Polepaaren

hh' und it [477J, und ausserdem so wie sich selbst in k

schneidet, so bilden die Poloconiken von hh' und W die vier

aus dem zu k conjugirten Pole k' an die Hesse'sche Curve

gehenden Tangenten, nämlich resp. k' {h, //) und k'{l, l').

{Cremona art. 137. b.)

531. Demnach: Die Hesse'sche Curve, welche nach [330]

der geometrische Ort der Doppelpuncte der aus Geraden-
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paaren bestehenden Poloconiken ist, ist zugleich die Einhül-

lende dieser Geradenpaare. (Cremona art. 136. b.)

§• 2.

532. Die Poloconik einer beliebigen Geraden G schneidet

die Hesse'sche Curve nicht, sondern berührt sie stets in drei

Puncten a', V, c', welche die conjugirten Pole sind zu den

drei Puncten a, b, c, in denen die Hesse'sche Curve von der

Geraden G getroffen wird. {Cremona art. 137.)

Beweis. Nach [315] gehört zu jedem Puncte a der Ge-

raden G ein Punct der Poloconik aJs Pol von G in Bezug auf

die conische Polare von a. Liegt mm aber a auf der Hesse'-

schen Curve, so ist seine conische Polare ein Geradenpaar,

das sich in dem zu a conjugirten Pole a schneidet, und daher

ist in Beziehung auf dieses Geradenpaar a der Pol der Ge-

raden G (wie auch jeder anderen Geraden). Demnach ist a

der zu a gehörige Punct der Poloconik. Dann aber berührt

nach [316] die gerade Polare von a die Poloconik in a. Da
nun dieselbe gerade Polare nach [459] auch die Hesse'sche

Curve in d berührt, so haben die Hesse'sche Curve und die

Poloconik von G in d eine gemeinschaftliche Tangente, be-

rühren einander also in </'. Dasselbe gilt von b' und c', und da

diese beiden Curven auf diese Art sechs Puncte gemeinschaft-

lich haben, so schneiden sie sich ausserdem nicht mehr.

Bemerkung. In dem speziellen Falle, dass die Polo-

conik aus zwei Geraden besteht, dass tflfeo die Gerade G zwei

conjugirte Pole h, H der Hesse'schen Curve verbindet [327,

477], bleibt dieser Satz nach [528] gültig, nur tritt an die

Stelle des einen Berührungspunktes der Tangentialpunct von

h, li , in welchem die Poloconik dann auch zwei zusammen-

fallende Puncte mit der Hesseschen Curve gemein hat.

533. Fallen von den drei Puncten a, b , c zwei z. B. a

und b zusammen, so folgt: Berührt eine Gerade G die Hesse'-

sche Curve in a und schneidet sie in c, so hat die Poloconik

von G in dem zu a conjugirten Pole d eine vierpunetige, und

in dem zu c conjugirten Pole c eine zweipunetige Berührung

mit der Hesse'schen Curve. {Cremona art. 137.)

534. Fallen in [532] alle drei Puncte a, b, c zusammen,
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so folgt: Ist G eine Wendetangente der Hesse sehen Curve,

so hat die Poloconik von G in dein zu dem Wendepuncte w
conjugirten Pole tv der Hesse'scheu Curve mit dieser eine

sechspunetige Berührung. {Cremona. art. 137.)

Bemerkung. Dies kommt mit [350] tiberein. Denn

w' ist zugleich der Berühruugspunct einer aus w an die

Hesse'sche Curve gehenden Tangente [463].

5535. Die sechs Puncte, in welchen die Poloconiken

zweier Geraden G und G' die Hesse'sche Curve berühren [532],

liegen, auf einem Kegelschnitte, nämlich auf der gemischten

Poloconik von G und G'.

Beweis. Ist a ein Durchschnitt von G mit der Hesse'-

scheu Curve, so ist der zu a coujugirte Pol d ein Berührungs-

punet der Poloconik von G mit der Hesse'scheu Curve [532]

und zugleich der Durchschnitt des Geradeupaares, das die

conische Polare von a bildet. Bezüglich dieses Geradenpaares

aber ist d nicht bloss der Pol von G [532], sondern auch

von G\ und daher nach [333] ein Punct der gemischten Polo-

conik von G und G' .
{Cremona. art. 137. a.)

Bemerkung. Dass die sechs Berührungspuncte als die

conjugirten Pole der sechs Durchschnittspuncte zweier Gera-

den G und G' auf einem Kegelschnitte liegen, folgt schon

aus [456], da G und G' zusammen einen Kegelschnitt bilden.

536, Sind ad und bb' zwei Paare conjugirter Pole der

Hesse'scheu Curve, et und ß ihre resp. Taugentialpuncte , so

liegen diese sechs Puncte allemal auf einem Kegelschuitt,

uämlich auf der gemischten Poloconik vou ad und bb'. —
Denn die Geradenpaare a (a

}
d) und ß (b, b') sind nach [528]

die Poloconiken von ad und bb' . Diese berühren die Hesse'-

sche Curve in «, d und b, b', an die Stelle der beiden dritten

Berührungspuncte aber treten nach [532] die Taugentialpuncte

et und ß. Mithiu ist die Behauptung eiu speci eller Fall von

[5351. (Cremona. art. 137. a.)

537. Fallen im Vorigen et und ß zusammen, so folgt:

Bilden zwei Paare conjugirter Pole ad, bl% ein Punctquadru-

pel, d. h. haben sie einen gemeinschaftlichen Tangeutial-

punet a
}
so berührt der durch adbb'ct gehende Kegelschnitt

die Hesse'sche Curve in a; dieser Kegelschnitt ist die ge-
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mischte Poloconik der Geraden aa' und bl/
y

zugleich aber

auch die conische Polare von a in Beziehung auf die Hesse'-

sche Curve [269, 270]. {Grernona. art. 137. b.)]

538. Daher folgt in Verbindung mit [481] : Die ge-

mischte Poloconik solcher zwei Geraden, die bezüglich der

Fundamentalcurve die conische Polare eines Punctes a der

Hesse'schen Curve bilden, ist zugleich die conische Polare

von u bezüglich der Hesse'schen Curve. {Gremona. art. 137. b.)

539. Legt man durch die drei Puncte a, b', c, in denen

die Hesse'sche Curve von der Poloconik einer Geraden G be-

rührt wird, einen beliebigen Kegelschnitt K', so haben die

Puncte a, ß', y', in denen dieser Kegelschnitt die Hesse'sche

Curve trifft, die Eigenschaft, dass diese Curve in ihnen von

der Poloconik einer anderen Geraden G' berührt wird, und

dann ist K nach [535] die gemischte Poloconik von G und G '

.

(Crempnaaxt. 137. a.)

Beweis. Der Annahme nach liegen db'c d ß'y' auf dem
Kegelschnitt K. Bezeichnet man ihre conjugirten Pole mit

a b c cc ß y, so liegen diese sechs Puncte nach [456] ebenfalls

auf einem Kegelschnitte. Allein a b c liegen nach [532] auf

der Geraden G, mithin müssen a ß y auch auf einer Geraden

G' liegen, und folglich berührt die Poloconik von G' die Hesse'-

sche Curve in d ß' y [532].

§• 3.

540. Sind «, b
{
c

v
drei in gerader Linie liegende Puncte

einer Curve 3. 0., und nimmt man, indem man die Curve

als die Hesse'sche zu einer der drei zugehörigen Fundamental-

curven betrachtet, die in dem entsprechenden Systeme zu

a
l
b

i
c

l
conjugirten Pole a

2
b2 Co [485], so folgt aus [532],

dass die Curve 3. 0. in diesen drei Puncten a2 b
2 c

2
von

einem Kegelschnitte berührt wird, welcher die Poloconik der

Geraden r/
1
b

i
c

l
in Beziehung auf die gewählte Fundamental-

curve ist.

Bezeichnet mftn daher mit a
2
b2 c2} a

3
b.
3
c3 , a

4
b4 ci die

Puncte, welche in den drei verschiedenen Systemen zu a
i
b

{
c

{

als conjugirte Pole gehören, sodass a
i
a

2
a

3
a

i , b
l
b
2
b
s
b
i , c

l
c2 cz

c
i

drei Punctquadrupel bilden |485], deren drei Tangentialpuncte
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a ß ja in gerader Linie lieger (weil a^ b
t

c, sich auf einei

Geraden befinden [230]), so wird die Ourve 3, 0. sowohl in

a
2
b
2

c.,, als auch j'ji «
:i

b.,
t
c, und iu «4 bA c

4
von je einem

Kegelschnitte berührt. Demnach gehören jeden drei in ge-

rader Linie liegenden Curvenpuncten a
}
b

]
c, drei solche Kegel

schnitte zu, und diese sind die Poloconiken der Geraden

<t\l>
{
c

{
in Beziehung auf die drei Fundamentalcurven , für

welche die gegebene Curve die Hesse'sche ist. {Hesse. Ueber

Ciirvcn 3. ü. Crclle's Journ. Bd. 36. pag. 165.)

541. Wenn ein Kegelschnitt eine Curve 3. 0. in drei

Puncten a, b, c berührt, und man nimmt zu diesen die eon-

jugirten Pole in jedem der drei Systeme, so bilden dieselben

in zweien dieser Systeme wieder die Berührungspimcte je

eines Kegelschnittes, in dem dritten Systeme aber liegen sie

in gerader Linie.

Beweis. Wenn sechs (Jurvenpuncte in einem Kegel-

schnitte liegen, so liegen ihre conjugirten Pole, gleichviel in

welchem Systeme diese genommen werden, in einem neuen

Kegelschnitte [485, 456]. Da nun hier von den sechs Punc-

ten je zwei zusammenfallen, so fallen auch von ihren conju-

girten Polen je zwei zusammen, der neue Kegelschnitt berührt

daher die Curve in den conjugirten Polen der Berührungs-

pimcte des ersten Kegelschnittes. Von den drei Kegel-

schnitten, die man so erhält, degenerirt aber stets einer und

nur' einer in zwei zusammenfallende Gerade. Denn da a, b, c

die Berührungspimcte eines Kegelschnittes sind, so liegen ihre

Tangentialpuncte cc, ß, y nach [228] iu einer Geraden. Dann
aber treffen die Seiten bc, ca, ab des Dreiecks abc nach

[390] die Curve in drei in gerader Linie liegenden Puncten

d, b', c , und da nun abc und d b' d die sechs Ecken eines

vollständigen Vierseits sind, so sind nach [490] a' b' c conju-

girte Pole zu a b c in demselben Systeme, Demnach liegen

in der That die zu abc conjugirten Pole d b' c in einem

der drei Systeme in einer Geraden. Da nun aber die ge-

gebenen Puncte und ihre conjugirten Pole in den beiden an-

deren Systemen zugleich die conjugirten Pole der drei Systeme

zu d V c sind , und diese in einer Geraden liegen , so kann

dies nach [445] in keinem der anderen Systeme der Fall sein.

Wendet man die Bezeichnung von [385, 492] an, sodass z. B.
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«j ük und cti a/c
conjugirte Pole in demselben Systeme sind,

und bezeichnet die gegebenen Puncte z. B. mit a
i

bi Ck, so

sind ihre conjugirten Pole in den drei Systemen folgende:

('/i bk Ci, cti b
t
Ch, ci/c bh c

l}
und von diesen liegen nur die drei

ersten Puncte in gerader Linie [385]. {Hesse 1. c. [540] pag. 166.

Gremona art. 150.)

542. Dieselbe Betrachtung ergiebt nun auch als Er-

gänzung zu [226] und [383]: Sind a, ß, y drei in gerader

Linie liegende Curvenpüncte, und av bi die Berührungspuncte

von irgend zwei resp. aus cc und ß an die Curve gelegten

Tangenteii;, so liegt von den vier Berührungspuncten der von

y ausgehenden Tangenten einer, d, mit a
s

bj in gerader Linie,

die drei anderen, c/;? C;,
P
c

t
dagegen bilden mit a

x
und bi die

Berührungspuncte je eines Kegelschnittes; und diese drei

Puncte Ck Ch c
x
sind die conjugirten Pole zu jenem d in den

drei verschiedenen Systemen.

543. Da nun nach [541] die zu den drei Berührungs-

puncten conjugirten Pole in einem der drei Systeme allemal

in gerader Linie liegen, so folgt aus [540], dass jeder eine

Curve dritter Ordnung in drei Puncten berührende Kegel-

schnitt einer der in [540] betrachteten ist und daher nach

[532] angesehen werden kann als die Poloconik einer Geraden

in Beziehung auf eine der drei Fundamentalcurven, für welche

die gegebene Curve die Hesse'sche ist.

Demnach theilen sich alle die Curve in drei Puncten

berührenden Kegelschnitte in drei Systeme, ganz entsprechend

den drei Systemen conjugirter Pole, und bilden die Polo-

coniken sämmtlicher Geraden in Beziehung auf die drei Funda-

mentalcurven. Für irgend einen dieser Kegelschnitte z. B.

mit den Berührungspuncten u
s

bi c/: findet man das System,

welchem er angehört, wenn man den Punct c, aufsucht, in

•welchem die Verbindungslinie zweier Berührungspuncte z. B.

«,, bi die Curve schneidet. Demjenigen Systeme, in welchem

dieser Punct a zu dem dritten Berührungspunct c/c als con-

jugirter Pol gehört, gehört auch der betrachtete Kegelschnitt

an [542]. (Hesse 1. c. [540] pag. 166.)

544. Aus [539] folgt dann unmittelbar: Legt man durch

die drei Berührungspuncte a,b, c eines Kegelschnitts einen

beliebigen Kegelschnitt, so sind die drei anderen Durchschnitte
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des letzteren mit der Curve die Bertthrungspuiicte eines /.wei-

ten Kegelschnittes, der demselben Systeme angehört, wie der

erstere. (fJcs.se 1. c. [540] pag. 167. Cremoha art. 150.)

545. Ferner folgt aus [585] : Die sechs Puncte, iji denen

zwei dem nämlichen Systeme angehörende Kegelschnitte

die Curve berühren, liegen allemal selbst auf einem Kegel-

schnitte. {Hesse 1. c. [540] pag. 167. Oremona art. 150.)

54(>. Durch die nämlichen zwei Puncte m und in gehen

zwölf Kegelschnitte, welche die Curve 3. 0. in drei Puncteii

berühren, und zwar aus jedem »System vier. — Denn nach

[324) gelien durch ///, und tri vier Poloconiken in Beziehung

auf jede der drei Fundamentalcurven. {Cremona art. 150.)

547. Wenn in [543] von den drei ßerührungspuncteu

zwei zusammenfallen, so treten Kegelschnitte auf, welche die

Curve in einem^ Puncte vierpunetig und in einem anderen

zweipuuetig berühren. Alle solche Kegelschnitte theilen sich

ebenfalls in drei »Systeme und bilden nach [533] die Polo

eoniken der die gegebene Curve berührenden Geraden in Be-

ziehung auf die drei Fundamentalcurven, für welche die ge-

gebene die Hesse'sche Curve ist. In diesem Falle ist, wie sich

aus [542] ergiebt, der vierpunetige Berührungspuuct ein cou-

jugirter Pol zu dem Puncte, in dem die Verbindungslinie der

beiden Berührungspuncte (des zweipunetigen und des vier-

punetigen) die Curve trifft, und der Kegelschnitt gehört dem-

selben »Systeme an, wie diese beiden conjugirten Pole. {Hesse

1. c. [540] pag. 171.)

§. 4,

548. Unter den Kegelschnitten, welche eine Curve 3. O.

in drei Puncten berühren [543], befinden sich auch solche,

bei welchen alle drei Berührungspuncte zusammenfallen, die

also eine sechspunetige Berührung mit der Curve haben. Diese

sind nach [534] die Poloconiken der neun Wendetangenten

der gegebenen Curve in Beziehung auf die drei Fundamental-

curven. Die Berührungspuncte aber sind zugleich die Be-

rührungspuncte der von den Wenclepuncten ausgehenden Tan-

genten [351], und auch die den Wenclepuncten in den drei

Systemen conjugirten Pole. Es giebt daher 27 solcher Kegel-
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schnitte, und eben so viele Puncte, in denen diese die Curve

sechspunctig berühren. Sie theilen sich wiederum in drei

Systeme, sodass in jedem neun sich befinden. Diese 27 Puncte

sollen kurz die Puncte n genannt werden. {Hesse 1. c. [540]

pag. 173. Cremona art. 150.)

549. Da in diesem Falle der gemeinschaftliche Tangen-

tialpunct eines Wendepunctes und eines ihm conjugirten Poles

in den Wendepunct fällt, so bilden drei in gerader Linie liegende

Wendepuncte und die drei mal drei ihnen conjugirten Pole

ein System von solchen zwölf Puncten, welche zu je dreien

auf 16 Geraden liegen [385]. Bezeichnet man daher mit

a
y
b

{
c

v
drei in gerader Linie liegende Wendepuncte und wie

in [492] mit a/t b/t c /t die ihnen conjugirten Pole desselben

Systemes, so sind dies zugleich drei demselben Systeme an-

gehörige Puncte n [548]. Dann folgt aus [492]: Die Ver-

bindungslinie je zweier Puncte %, die demselben Systeme an-

gehören, geht allemal durch einen Wendepunct [vgl. 387].

Verbindet man jeden Punct % mit den übrigen acht Puncten

desselben Systems, so erhält man 9 . 8 = 72 Gerade, von de-

nen aber jede zweimal vorkommt. Es giebt daher in jedem

Systeme 36 und also im Ganzen 108 solcher Geraden, von

denen jede durch einen Wendepunct geht. {Hesse 1. c. [540]

pag. 175. Cremona art. 150.)

550. Ebenso folgt weiter aus [492] oder [491]: Die

Verbindungslinie je zweier Puncte %, welche verschiedenen

Systemen angehören, geht durch einen Punct tc des dritten

Systemes. Verbindet man daher einen Punct % des einen

Systemes mit den neun Puncten des zweiten Systemes, so

gehen diese neun Geraden durch die neun Puncte des dritten

Systems. Wenn man also denselben Punct % mit den neun

Puncten des dritten Systemes verbindet, so erhält man die-

selben neun Geraden wieder. Man wird demnach sämmt-

liche Geraden erhalten, wenn man diese Operation mit den

neun Puncten eines Systems wiederholt. Mithin giebt es

9.9 = 81 solcher Geraden. {Hesse 1. c. [540] pag. 175. Cremona

art. 150.)

551. Von den neun Puncten % eines und desselben

Systemes liegen 66 mal 6 auf einem Kegelschnitt. — Denn

da diese neun Puncte die conjugirten Pole (in demselben



565.] Dreimal berührende Kegelschnitte. 285

Systeme) der neun Wendepuncte sind, so liegen sechs von

ihnen stets auf einem Kegelschnitt, so bald die ihnen conju-

girten Wendepuncte auf einem Kegelschnitte liegen [456 1,

was nur möglich ist, wenn die letzteren auf zwei Geraden ver-

theilt sind. Es gehen aber 12 Gerade durch je drei Wendepuncte

[353], und diese lassen sich auf
' = 66 verschiedene Arten

zu Geradenpaaren anordnen. {Hesse 1. c. [540] pag. 175. Crtmona

art. 150.)

552. Durch die neun Puncte n desselben Systems geht

keine zweite Curve 3. 0. hindurch. — Denn nimmt man ir-

gend sechs dieser Puncte, welche auf einem Kegelschnitt

liegen [551], so liegen die übrigen drei nicht auf einer Ge-

raden, da vielmehr die Verbindungslinie von zweien dieser

drei letzten durch einen Wendepunet geht [549] ; mithin

kommt [223] zur- Anwendung. {Hesse 1. c. [540] pag. 17G.)

553. Legt man durch einen Punct 7t, in welchem die

Curve 3. 0. von einem Kegelschnitte sechspunetig berührt

wird, einen anderen Kegelschnitt, der die Curve in % drei-

punetig berührt, so sind die drei Puncte, in welchen der

letztere die Curve ausserdem trifft, Berührungspuncte für einen

dritten Kegelschnitt; und zwar gehört dieser demselben Systeme

an, wie der Punct %. — Folgt unmittelbar aus [544], wenn

man die drei Puncte a b c zusammenfallen lässt. {Hesse 1. c.

[540] pag. 176.)

551. Sind a b c die Berührungspuncte eines Kegel-

schnitts mit der Curve, und n der Berührungspunct eines

demselben Systeme angehörigen und die Curve sechspunetig

berührenden Kegelschnittes, so hat derjenige Kegelschnitt,

welcher durch a b c geht und die Curve in % berührt, in it

eine dreipunetige Berührung. — Aus [545] , da a b c und %
(drei mal genommen) sechs Puncte sind, in denen zwei dem
nämlichen Systeme angehörige Kegelschnitte die Curve be-

rühren.

555. Sind ab c drei nicht in gerader Linie liegende

Curvenpuncte, deren Tangentialpuncte aber auf einer Geraden

sich befinden, so dass die Seiten des Dreiecks a b c die Curve

in drei in gerader Linie liegenden Puncten treffen [390], so

giebt es neun durch a b c gehende Kegelschnitte, welche die
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Curve dreipunctig berühren, und die Berührungspuncte sind

die neun Puncte je, welche demselben Systeme angehören,

wie der Kegelschnitt, der die Curve nach [542] m ab c be-

rührt. — Denn soll der durch ab c gelegte Kegelschnitt die

Curve dreipunctig berühren, so müssen die drei Schnittpuncte

desselben mit der Curve in einen zusammenfallen. Diese

Schnittpuncte aber sind nach [544] die Berührungspuncte eines

demselben System angehörigen Kegelschnittes; daher muss

der dreipunctige Berührungspunct einer der Puncte it sein.

{Hesse 1. c. [540] pag. 176.)

Zwölfter Abschnitt.

Kegelschnitte, welche eine Curve dritter Ordnung drei-

punctig berühren (osculiren).

§• 1.

556. Zieht man aus einem beliebigen Curvenpuncte p
Strahlen nach den neun Wendepuncten, so sollen die neun

Puncte, in denen diese Strahlen die Curve treffen, (oder in

denen die Wendepuncte von p aus auf die Curve projicirt

werden) zusammengefasst eine Inflexionsgruppe genannt

werden. Eine solche ist jedenfalls bestimmt, sobald einer

ihrer Puncte z. B. a, und ein Wendepunct, z. B. 1, gegeben

ist, denn zieht man a 1, so erhält man den Projectionsmittel-

punct p, und die aus p nach den acht übrigen Wendepuncten

gehenden Strahlen liefern die anderen Puncte der Inflexions-

gruppe; wir werden aber später [571] sehen, dass der Wende-

punct 1 nicht gegeben zu sein braucht, sondern dass jeder

andere an seine Stelle treten kann, ohne dass die Gruppe

sich ändert. — Da bei einer Curve ohne Doppelpunct nie-

mals zwei Wendepuncte zusammenfallen , so fallen auch nie-

mals zwei Puncte einer Inflexionsgruppe zusammen; denn dies

könnte nur dann eintreten, wenn der Projectionsmittelpunct p
mit zwei Wendepuncten in gerader Linie liegt; dann aber

ist ;; selbst ein- Wendepunct [352], und es zeigt sich in die-

sem Falle, dass die neun Wendepuncte selbst eine Inflexions-

gruppe bilden.
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557. Solche drei Puncte einer Inflexionsgruppe, welche

die Projectionen von drei in gerader Linie liegender Wende-

punkten bilden, sollen ein Inf'lexion.stripel heissen. Drei

in gerader Linie liegende Wendepuncte aber mögen zusammen -

gef'asst der Kürze wegen eine Infi ex ions gerade genannt

werden. Aus der Art, wie die Wendepuncte zu je drei auf

Inflexionsgeraden vertheilt sind [353 1, folgt dann: Die neun

Puncte einer Inflexionsgruppe bilden 12 Inflexionstripel, in-

dem sie sich auf vier verschiedene Arten in drei Tripel zer-

legen lassen. Jeder Punct der Inflexionsgruppe gehört gleich-

zeitig vier verschiedenen in dieser Gruppe enthaltenen Tripeln

an, und greift man irgend acht Puncte einer Gruppe heraus,

so theilen sich diese in vier Paare, der Art dass jedes Paar

mit dem neunten Punct der Gruppe ein Tripel bildet. Von
vier Tripeln, welche einen reellen Punct gemeinschaftlich

haben, ist nur eines reell. Da es 12 Inflexionsgerade giebt,

so scheint es, dass jeder Curvenpunct gleichzeitig 12 Tripeln

-

angehören müsste, es wird sich aber zeigen [573], dass nur

vier unter diesen von einander verschieden sind.

558. Seien (Fig. 40) 12 3 drei in gerader Linie liegende

Wendepuncte, p ein beliebiger Curvenpunct, und die Strahlen p\,

p2, p?> mögen die Curve

in den Puncten des Tri-

pels ab c treffen. Zieht

man nun aus einem die-

ser Puncte, z. B. aus

a, Strahlen nach den

beiden W'endepuncten 2

und 3, aus denen a nicht

abgeleitet ist, so erhält

man zwei neue Puncte

p.2 und ps
von der Eigen-

schaft, dass die von ihnen nach den Wendepuncten 12 3

gehenden Strahlen wieder die frühem Puncte ab c (abgesehen

von der Ordnung) treffen.

Beweis. Man hat hier drei durch den Wendepunct 2

gehende Strahlen 12 3, p 2 b, a2 p.2 . Von den sechs Schnitt-

puncten derselben mit der Curve 1 3 p b a p liegen aber der

Annahme nach drei, nämlich lpa, in einer Geraden, mithin

Fig. 40.
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[347] auch die drei übrigen 3 b p2 , d. h. der Strahl p., 3 geht

durch b. Nun hat man auch drei durch den Wendepunct 3
gehende Strahlen: 321, Bp

2
b

f
dp c, und von den sechs Schnitt-

puncten 2\p2 bpc liegen wieder drei: 2bp in einer Geraden,

also auch die drei übrigen \p2
c, d. h. p2

\ trifft die Curve
in c. Da sich nun ebenso beweisen lässt, dass die Strahlen

p3 3, p3
l, pÄ 2 die Curve resp. in a, b, c treffen, so erhält man

folgende neun Gerade

p 1 a p2
2 a ]?3

3«
p 2b p2 3 b P%lb
p 3 c p2 \ c p3

2 c.

Daher haben die Puncte pp2 ps
die Eigenschaft, dass jeder

von ihnen die Wendepuncte 123 in dem nämlichen Tripel

abc projicirt. Ausserdem aber zeigt sich, dass p p2 p3
gleich-

zeitig die Projectionen der nämlichen drei Wendepuncte 1 2 3

aus jedem der drei Puncte des Tripels abc sind. Also bil-

den p p 2 p<A selbst ein Tripel, welches durch die Wendepuncte

12 3 in der Weise mit dem ersteren Tripel abc verbunden

ist, dass das eine aus dem anderen entsteht, wenn man die

zugehörigen Wendepuncte aus irgend einem Puncte des an-

deren projicirt. Zwei auf diese Weise von einander abhängige

Tripel sollen connexe Inflexionstripel genannt werden.

(Mittheilung von Herrn Prof. Küpper.)

Man findet nach dem obigen Schema die durch die Wende-
puncte hindurchgehenden Verbindungslinien der Puncte des

einen Tripels mit denen des anderen, wenn man die Puncte

Mgi 4 des einen Tripels abc
in ihrer Reihenfolge un-

geändert lässt und die

Wendepuncte cyclisch

mit einander vertauscht.

559. (Fig. 40.) Wenn
drei Puncte abc ein In-

flexionstripel bilden, so

liegt der Tangential-

punct eines jeden auf
Vs der Verbindungslinie der

beiden anderen, d. h. diese Verbindungslinie trifft die Curve
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in demselben Puncte, wie die Tangente des ersteren Tripel-

punctes.

Beweis. Seien 1 2 3 die Wendepuncte, aus denen das

gegebene Tripel abgeleitet ist, und sei p p2 p., das dazu ge-

hörige connexe Tripel [558]. Das in c sich sehneidende

Geradenpaar p3, p2 1 bildet einen durch die vier Puncte pp., 1 3

gehenden Kegelschnitt, der in e die Curve in zwei zusammen-

fallenden Puncten trifft. Die Tangente in c geht also [244 Zus.|

durch den den vier Puncten pp.,\3 gegenüberliegenden Punct

c ', der mithin der Tangentialpunct von c ist. Nun ist aber

das Geradenpaar p 1 , p2 3 ebenfalls ein durch die nämlichen

vier Puncte gehender Kegelschnitt, welcher die Curve in a

und b trifft. Folglich geht die Gerade ab auch durch c '.

Für die beiden anderen Puncte ist der Beweis ebenso zu

führen. (Mittli. von Herrn Prof. Küpper.)

560. Da jeder Punct einer Inflexionsgruppe gleichzeitig

vier verschiedenen in der Gruppe enthaltenen Inflexionstripeln

angehört, so folgt : wenn man irgend acht Puncte einer Gruppe

in die vier Paare theilt, welche mit dem neunten je ein Tri-

pel bilden [557], so laufen deren vier Verbindungslinien in

demselben Curvenpuncte zusammen, nämlich in dem Tangen-

tialpuncte des neunten Punctes der Gruppe. Demnach geht

eine Gerade, welche den Tangentialpunct eines Punctes der

Gruppe mit einem zAveiten verbindet, stets noch durch einen

dritten Punct derselben. Die Eigenschaft der Wendepuncte,

dass die Verbindungslinie von zweien derselben allemal durch

einen dritten Wendepunct geht, ist, wie man sieht, ein spe-

cieller Fall des Vorigen. Da ausserdem niemals zwei Puncte

einer Inflexionsgruppe zusammenfallen, so folgt, dass niemals

zwei derselben Inflexionsgruppe angehörige

Puncte einen gemeinschaftlichen Tangen-

tialpunct haben können.

561. (Fig. 41.) Wenn von drei Puncten

abc einer Curve 3. 0. zwei die Eigenschaft

haben, dass ihre Tangentialpuncte auf den

Verbindungslinien der beiden anderen liegen,

so hat auch der dritte Punct diese Eigen-

schaff. c
Beweis. Seien a und V die Tangentialpuncte von

Dnttc-E , Curren dritter Ordnung. 19
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und b, und liege a auf bc, b' auf ca. Schneidet man die

Curve mit ab in c, so ist dieser Punct der gegenüberliegende

zu aba' b'
[239] , denn da a' a und V b Tan-

genten sind, so trifft der aus diesen Ge-

raden bestellende Kegelschnitt die Curve

zum fünften und sechsten Male in a und b.

Aber das Geradenpaar ab'
:
ab geht eben-

falls durch die vier Puncte aba'b' und

trifft die Curve in c in zwei zusammen-

fallenden Puncten
;
mithingeht die Tangente

in c durch c. (Mittli. von Herrn Prof. Küpper.)

Wenn ein Kegelschnitt eine Curve 3. 0. in einem

dreipunctig berührt (osculirt) und ausserdem in

q r s schneidet, so ist der den vier Puncten q r s a gegenüber-

liegende Punct der Tangentialpunct von a. — Denn der in

a osculirende Kegelschnitt des Büschels [q r s a] trifft die

Curve zum fünften und sechsten Male in a, daher ist die

Verbindungslinie dieser beiden Puncte die Tangente in a [239].

563. Wenn vier Curvenpuncte q r s a so liegen, dass

ihr gegenüberliegender Punct der Tangentialpunct des einen

z. B. a ist, so giebt es einen Kegelschnitt, der die Curve

in a osculirt und in q r s schneidet. — Denn da die Tangente

in a die Curve hier in zwei zusammenfallenden Puncten trifft,

so giebt es einen Kegelschnitt des Büschels [q r s a], der in a

noch zwei, also im Ganzen drei, Puncte mit der Curve ge-

mein hat.

564. Wenn drei Curvenpuncte ab c die Eigenschaft

haben, dass der Tangentialpunct eines jeden auf der Ver-

bindungslinie der beiden anderen liegt, und legt man durch

einen von ihnen, z. B. a, einen Kegelschnitt, der die Curve

in a osculirt und ausserdem in q r s schneidet, so geht durch

die letzteren drei Puncte auch ein Kegelschnitt, der die Curve

in b, und einer, der sie in c osculirt.

Beweis. Seien a'b'c die Tangentialpuncte von abc,

dann ist d der gegenüberliegende Punct zu q r s a [562].

Nun geht aber der Annahme nach bc durch a' hindurch, also

liegen bc mit qrsa in einem neuen Kegelschnitte [244, Zus.].

Betrachtet man diesen als einem Büschel [q r s b] angehörig,
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so trifft die Gerade ca die Curve in dem gegenüberliegenden

Puncte von q r s b. Dieser Durchschnittspunct "aber ist der

Annahme nach //, der Tangentialpunct von b. Mithin [563]

giebt es einen Kegelschnitt, der die Curve in b osculirt und

in q r s schneidet. Ebenso kann der Beweis für c geführt

werden.

Zusatz. Lässt man die Puncte q r s in einen p zu-

sammenfallen, sodass ein Kegelschnitt die Curve gleichzeitig

in p und a osculirt, (dies tritt ein [348], wenn p der Durch-

schnitt der Curve mit einer durch a und einen Wendepunct

gezogenen Geraden ist) so folgt, dass dann auch ein zweiter

Kegelschnitt in p und b, und ein dritter in p und c osculirt.

(Mitth. von Herrn Prof. Küpper.)

565. Wenn drei Curvenpuncte a m n die Eigenschaft

haben, dass der Tangentialpunct eines jeden auf der Ver-

bindungslinie der~beiden anderen liegt, so bilden diese drei

Puncte ein Inflexionstripel.

Beweis. (Fig. 42.) Verbindet man a mit einem be-

liebigen Wendepuncte cc durch eine Gerade, welche die Curve

in pa treffe, so wird die Curve von einem

Kegelschnitte in pa und a osculirt [348j.

Mithin [564] giebt es einen zweiten Kegel-

schnitt, der in pa und m, und einen drit-

ten, der in pa und n osculirt; dann aber

treffen die Geraden pa m und pa n die

Curve jede in einem Wendepuncte ß und

y [349]. Folglich gehören m und n zu

der Tnflexionsgruppe, welche durch a und

den Wendepunct a bestimmt ist [556].

Die drei Wendepuncte aß y aber müssen

in einer Geraden liegen; denn wäre nicht y, sondern etwa

ö der mit a ß in einer Geraden liegende Wendepunct, und

bezeichnet d den Punct, in welchem der Strahl pa d die Curve

trifft, so gehört auch d jener Inflexionsgruppe an, und amd
würden ein Tripel bilden. Der Tangentialpunct von d müsste

daher auf a m liegen [559] ; aber auf am befindet sich der An-

nahme nach der Tangentialpunct von n. Also müssten die Tan-

gentialpuncte von d und n zusammenfallen, was nicht möglich

ist [560]. Demnach sind a m n die Projectionen (aus pa ) dreier

19*
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in gerader Linie liegender Wendepuncte a ß y, und bilden

also ein Inflexionstripel.

566. Bilden drei Puncte abc ein Inflexionstripel, so

haben ihre drei Tangentialpuncte a'V' d dieselbe Eigenschaft.

Beweis. Nach [559] liegen a'bc, b' ca, d ab in je einer

Geraden. Sind nun aber d'b" d' die Tangentialpuncte von

a'b'c',' so sind d'b' d, a'b"'d', a'b'c" die Tangentialpuncte von

resp. abc, ab' c, abd und liegen daher wie diese in je einer

Geraden [230]; mithin bilden a'b'd nach [565] ein Tripel.

(Mitth. von Herrn Prof. Küpper.)

567. Zieht man aus. jedem der drei. Puncte eines Tri-

pels abc die vier Tangenten an die Curve mit den Berüh-

rungspuncten a
1
a2

a
3
«4; b

l
b
2
b
i
b47 c

l
c2 c3

c
4 , so bilden diese

zwölf Puncte vier Tripel, indem jeder Berührungspunct c

mit je einem und nur je einem der Puncte a und b ein Tri-

pel bildet.

Beweis. Sind a'b'c die Tangentialpuncte von abc,

so liegen d b c in gerader Linie, verbindet man also a mit

einem der Berührungspuncte b, etwa b/l} so trifft diese Gerade

einen der Berührungspuncte c [383]; dieser sei mit c/
t
be-

zeichnet, sodass

a bh Ch

eine Gerade bilden. Nun liegen auch a b' c in einer Geraden,

also trifft die Gerade bc/, einen der Berührungspuncte a
}
der

mit a/, bezeichnet werde, sodass auch

ah b Ch

eine Gerade bilden. Demnach haben a/t b/, c/t
die Eigenschaft,

dass der Tangentialpunet a von a^ auf b/
t
c/

t , und der Tan-

gentialpunct b von bh auf ah Ch liegt. Folglich [561] liegt

auch der Tangentialpunct c von C/
t
auf a^b/,, und a^b^Ch bil-

den ein Tripel [565]. — Dieses aber ist das einzige aus den

Berührungspuneten bestehende Tripel, welchem der Punct ch

angehört. Denn bilden ax b
y c/t ein solches, so liegen a by c/

t

und ax b Ch in je einer Geraden; die Puncte aber, in denen

die Geraden ach und bCh die Curve treffen, sind nach dem
Obigen bh und ah , also fällt ax mit ah, und by mit bh zu-

sammen.

568. Wenn ein Kegelschnitt die Curve in einem Puncte
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a eines Tripels a b c osculirt und ausserdem in g r s schneidet,

so liegen q r s mit a b c in einen neuen Kegelschnitte. — Denn
der den vier Puncten q r s a gegenüberliegende Punct ist der

Tangentialpunct d von a [5G2] , aber b c geht auch durch d
hindurch [559], also liegen b c auf einem Kegelschnitte des

Büschels [g r s a] [244 Zus.].

569. Legt man durch die Puncte eines Tripels a b c einen

beliebigen Kegelschnitt , der die Curve ausserdem in qrs
schneidet, so geht durch g r s ein Kegelschnitt, der in a, ein

zweiter, der in b, und ein dritter, der in c osculirt. — Denn
seimeidet b c die Curve in d

7
so liegt d den vier Puucterj

g r s a gegenüber; er ist aber, weil ab c ein Tripel bilden,

zugleich der Tangentialpunct von a [550], mithin osculirt ein

durch gr s gehender Kegelschnitt die Curve in a [563], Ebenso

ist der Beweis für b und c zu führen.

Zusatz. Fallen qrs in einen Punct p zusammen, so

folgt: Geht ein Kegelschnitt durch die Puncte eines Tripels

a b c und osculirt gleichzeitig in p, so giebt es drei Kegel-

schnitte, die in p und a, in p und b, und in p und c oscu-

liren; und daraus folgt weiter [349]: Trifft ein in p osculirender

Kegelschnitt die Curve iii drei Puncten eines Tripels a b c,

so gehen die Strahlen p a, p b, p c durch drei Wendepuncte,

welche auch in gerader Linie liegen , weil sonst a b c nicht

ein Tripel bilden würden.

570. (Fig. 42.) Es sei eine Inflexionsgruppe ab c . . . i

durch einen ihrer Puncte z. B. a und

durch einen beliebigen Wendepunct cc

bestimmt, indem der Punct pa, in wel-

chem a<x die Curve trifft, der zugehörige

Projectionsmittelpunct sei. Zieht man
nun aus a eine Gerade durch irgend

einen anderen Wendepunct A und schnei-

det damit die Curve in px, so treffen

die aus px nach den neun Wendepuncten

gehenden Strahlen die Curve (abgesehen

von der Ordnung) in den nämlichen neun

Puncten ab c . . . i, wie die von pa ausgehenden Strahlen.

Beweis. Ist (i irgend ein Wendepunct, und trifft p? p
die Curve in m, so ist zu beweisen, dass m mit einem der
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Puncte a b c . . . i zusammenfällt. Dies ist zunächst klar, wenn
(i auf X fällt, denn dann fällt m auf a. Ist aber p von X

verschieden, so giebt es einen Wendepunct v , der mit X (i in

einer Geraden liegt [352]. Trifft dann der Strahl pi v die Curve

in n , so bilden a m n ein Tripel. Mithin [559] haben diese

drei Puncte die Eigenschaft, dass der Tangentialpunct eines

jeden auf der Verbindungslinie der beiden anderen liegt. Dann
aber ist in [565] bewiesen, dass wenn a a

p

a gezogen wird,

(wo « jeder beliebige Wendepunct sein kann), die Geraden

pam und pa n durch zwei Wendepuncte ß und y hindurch-

gehen, welche mit a in einer Geraden liegen. Mithin gehört

sowohl m als auch n der Inflexionsgruppe ab c . . . i an.

Bemerkung. Wenn von den Puncten a ß y einer mit

einem der Puncte X p v zusammenfällt,

so fallen die ersteren drei alle auf die

letzteren drei. — Um dies zu beweisen,

n sei § der Wendepunct, der beiden In-

flexionsgeraden gemeinschaftlich ist, und

x der Durchschnitt des Strahls pa % mit

der Curve, sodass x einer der Puncte

amn ist. Zieht man aus x Strahlen

nach X \i v und schneidet damit die

Curve in xxx
fl
xV7 so ist pa einer dieser

drei Puncte, weil einer der von x nach

X, [i, v gehenden Strahlen auch mit einer der drei Geraden

aa, mß, ny zusammenfällt. Nun bilden xix(Ji
xv mittelst der

Wendepuncte X \n v das zu amn connexe Tripel, daher [558]

gehen die von jedem der drei Puncte xix(li xVi und also auch

von pa , nach amn führenden Strahlen durch X (i v , mithin

fallen a ß y mit X [i v zusammen. Es kann demnach nur einer

der beiden Fälle stattfinden: entweder fallen die beiden In-

flexionsgeraden X fi v und a ß y ganz zusammen, oder sie

haben keinen Wendepunct gemeinschaftlich.

571. In Folge des vorigen Satzes ist eine Inflexions-

gruppe ab c . . . i durch einen ihrer Puncte, a, schon voll-

kommen bestimmt, sodass jeder Curvenpunct einer und nur

einer einzigen Inflexionsgruppe angehört; denn zieht man aus

a Strahlen nach den neun Wendepuncten und schneidet damit

die Curve in p v p2
. . . p9 , so werden die Wendepuncte aus
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jedem dieser Puncte p in der nämlichen Inflexionsgruppe

projicirt. Diese Puncte p bilden dann selbst eine Inflexions-

gruppe, die nun ihrerseits wieder aus jedem der Puncte

ab c . . . i als Projectionsniittelpunct entsteht. Die beiden

Gruppen a b c . . . i und p l p 2
. . . p^ sind daher in dem Sinne

von [558 1 mit einander connex. Die 81 Geraden, welche

entstelm, wenn man jeden Punct der einen Gruppe mit jedem,

der anderen verbindet, schneiden sich also zu je neun in den

neun Wendepuncten.

572. Wenn ein Punct, a, einer Inflexionsgruppe der

Berührungspunct einer von einem Wendepuncte
;

1
;
ausgehen-

den Tangente ist, so fällt p mit a zusammen, daher fällt auch

die connexe Gruppe ganz auf die ursprüngliche. Jeder Punct

der Gruppe hat dann die nämliche Eigenschaft wie a, nämlich

jeder hat einen Wendepunct zu seinem Tangentialpunct; denn

ist ab c irgend ~ein in der Gruppe enthaltenes Tripel, ent-

standen durch den Projectionsmittelpunct p(— a) und die

Wendepuncte 12 3, so geht jetzt a 2 durch b , und a 3 durch

c, ausserdem liegt 1 als Tangentialpunct von a auf b c, also

liegen 12 3 resp. auf b c, ab, c a und sind daher [559] die

Tangentialpuncte von resp. a, c, b. Jeder Punct der Gruppe

aber gehört mit a zu irgend einem in der Gruppe enthaltenen

Tripel*).

573. Da nach [571] ein gegebener Curvenpunct nur

einer einzigen Inflexionsgruppe angehört, so kann derselbe

auch nur solchen Tripeln angehören, welche in dieser Gruppe

enthalten sind. Daher gehört jeder Curvenpunct gleichzeitig

nur vier verschiedenen Tripeln an , und von den zwölf Tripeln,

welche wegen der zwölf Inflexionsgeraden denkbar sind, sind

nur vier von einander verschieden. In der That lässt sich

leicht beweisen, dass jedes Tripel gleichzeitig durch drei ver-

schiedene Inflexionsgerade erzeugt werden kann, und zwar

durch solche drei, von denen keine zwei einen Wendepunct
gemeinschaftlich haben, die also zusammen alle neun Wende-
puncte enthalten.

*) In diesem Falle sind die Puncte der Inflexionsgruppe neun dem-
selben Systeme augehörige Puncte n. [548.]
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Beweis. (Fig. 42.) Ist a m n ein Tripel, erzeugt durch

die Inflexionsgerade A ^ v und den Projectionsmittelpunct px,

und ist a ein von A (i v verschiedener Wendepunct, so giebt

es nach [570] eine zweite ganz von A (i v verschiedene In-

flexionsgerade a ß y, die das nämliche Tripel a m n aus dem
Projectionsmittelpmiete pa erzeugt. Ist

dann ferner d ein neuer von A ^ v und
a ß y verschiedener Wendepunct, so

giebt es ebenso noch eine dritte von den

beiden vorigen verschiedene Inflexions-
'—

/" gerade d s % , die das gegebene Tripel

ebenfalls erzeugt. Es giebt aber auch

nicht mehr, als diese drei Geraden; denn

ist a einer der Puncte A (i v, so erhält

man nach [570] keine neue Gerade.

Wählt man aber statt a irgend einen

anderen von A p v verschiedenen Wendepunct, so gehört der-

selbe nothwendig einer der beiden Inflexionsgeraden a ß y oder

d s x an, und liefert daher ebenfalls keine neue Gerade.

Zusatz. Da einem Tripel in Verbindung mit einer In-

flexionsgeraden, aus der es entsteht, stets ein connexes Tripel

zugehört, so folgt dass jedes Inflexionstripel drei mit ihm

connexe Tripel besitzt. Die neun Puncte dieser connexen

Tripel bilden dann zusammen die- connexe Inflexionsgruppe

zu der, welcher das gegebene Tripel angehört. Demnach

kann für ein in einer Inflexionsgruppe enthaltenes Tripel

jeder Punct der connexen Gruppe als Projectionsmittelpunct

dienen; und umgekehrt: von jedem Puncte der connexen

Gruppe gehen die Strahlen, welche nach den Puncten eines

in der ursprünglichen Gruppe enthaltenen Tripels führen,

durch drei in gerader Linie liegende Wendepuncte.

« 574, Um nun vollständig übersehen zu können, wie die

Puncte einer Inflexionsgruppe mit denen der connexen Gruppe

durch die einzelnen Wendepuncte ] 23 4 5678 9 verknüpft

sind, gehen wir von irgend einem Curvenpuncte a und einem

Wendepuncte 1 aus, schneiden die Curve mit a 1 in p l
und

bezeichnen die Puncte nach welchen die Strahlen

p t
(12 3 4 5 6 7 8 9)
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führen, der Reihe nach mit

a b c ä c f g h i
;

und die Puncte, in welchen die. Strahlen

«(123 456 7 8 9)

die Curve treffen, mit

P\ P2P3P4 PhPtPi Ps'Pv

Es entsteht dann die Aufgabe, wenn irgend einer der Puncte p

und irgend ein Wendepunct gegeben ist, den Punct anzu-

geben, in welchem die Verbindungslinie beider die Curve trifft.

Dazu bedienen wir uns in Beziehung auf die 'Vertheilung der

Wendepuncte auf die Infiexionsgeraden der in [354] gewählten

Bezeichnung, nach welcher die Infiexionsgeraden folgende sind :

123 147 159 168

456 258 267 249

789 369 348 357.

Man muss nun unterscheiden, ob der gegebene Wendepunct

der Punct 1 oder ein anderer ist. Ist 1 gegeben und ausser-

dem beispielsweise pb ,
so suche man den Wendepunct, der mit

15 in einer Geraden liegt; dieser ist 9; und bestimme die

Puncto, zu welchen die Strahlen p l
(1 5 9) führen : a c i. Dann

bilden die Puncte p l pb p i)>
nach denen die Strahlen a(l 5 9)

hingehen, das mit a e i connexe Tripel. Man kann daher das

Schema aufstellen

:

Tripel a e i

Inflexionsgerade 15 9

Connexes Tripel pt pb p ly

Diese neun Puncte liegen nun nach der in [558] gegebenen

Regel auf folgenden neun Geraden

pt
1 a ph

5 a p$ 9 a

P\ 5 e pb 9 e p 9 1 e

/>j 9 i p.o 1 i p9
5 i;

mithin führt ps
1 nach i.

Für den zweiten Fall, dass der gegebene Wendepunct
von 1 verschieden ist, sei derselbe beispielsweise 3, und der

gegebene Punct p sei wieder pb
. Dann sucht man den Wende-

punct, der mit 35 in einer Geraden liegt: 7, und zugleich
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die beiden Infiexionsgeraden, die von der vorigen 357 vollständig

verschieden sind, nämlich 168 und 249. Von diesen enthält

eine den Wendepnnct 1, hier 168. (Eine Ausnahme hievon

tritt nur , ein , wenn die beiden an Stelle von 3 und 5 in Be-

tracht kommenden Wendepuncte mit 1 in gerader Linie liegen

;

dann aber kann sofort das Verfahren des ersten Falles in An-

wendung kommen.) Nun gehen die Strahlen p i
(l 6 8) durch

a f h. Das nämliche Tripel wird aber [573] auch durch die

Inflexionsgeraden 357 und 249 erzeugt; zu Projectionsmittel-

puncten kann man beidemal jeden der Puncte wählen, die

mit a f h connexe Tripel bilden , man wird aber diese Wahl
so treffen, dass bei der einen Geraden der gegebene Punct ph

Projectionsmittelpunct ist, und bei der anderen der Punct,

der mit p Y
und pb

ein Tripel bildet, also hier p,r Man hat

dann folgendes Schema:

Tripel a f h a f h a /' h

Inflexionsgerade 168 357 249
Projectionsmittelpunct p 1 ph p {)

Da nun in der zweiten Gruppe dieses Schema's ph 5 nach a

geht, so hat man nur noch zu entscheiden, ob ph 3 nach f
oder nach h führt. Zu dem Ende betrachten wir auch das

Tripel p i ph p . Dieses entsteht ebenfalls durch drei Inflexions-

geraden, nämlich zuerst durch 15 9, und dann durch die

beiden von diesen vollständig verschiedenen Geraden d. i. 2 6 7

und 3 4 8. Bei der ersten ist a Projectionsmittelpunct, bei

der zweiten und dritten aber /' und h, weil p t
6 und pr 8 nach

diesen Puncten führen. Man hat also noch ein zweites Schema,

nämlich

:

Tripel Pi Pb lh Pi#> Po Pi Ph P»
Inflexionsgerade 1 5 9 2 6 7 3 4 8

Projectionsmittelpunct a f h,

und darin liefert die letzte Gruppe die Entscheidung, dass

pb 3 nach h führt.

575. Nach dem Vorigen kann man nun leicht eine Tabelle

entwerfen, welche die Verknüpfung der Puncte der beiden

lnflexionsgruppen mit den Wenclepuncten vollständig darstellt.

Dabei liefert die Anwendung des angegebenen Verfahrens

immer gleichzeitig mehrere Bestimmungen. Die Tabelle
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wird aber nuch beträchtlich leichter hergestellt, wenn man

bemerkt, dass vermöge der für die Wendepuncte gewählten

Bezeichnung die drei Tripel a b c, de /', y h i jedes durch die

Inrlexionsgeraden 12 3, 4 5 6, 789 entsteht, und dass ferner

zu jedem die drei folgenden yv, p.2 p.,, />, //.-,/>,,, p-p«,Pu ^
connexe Tripel zngehören. Denn dies hat zur Folge, dass

die Puncte jedes der obigen drei Tripel immer beisammen

bleiben und sich nur cyclisch unter einander vertauschen.

Man gelangt hiedurch zu einer vollständigen Uebersicht,

die in der folgenden leicht verständlichen Tabelle darge-

stellt ist:

1 2 3 4 5 6
j
7 8 9

V\ a b c d e f glii
Pi c a b f d c

j
i g h

p-i
b c a

g h i

e f d h i g

Px a b c
\
ä ef

P& i g h c a b
|

/' d e

Ih h i g b c a e f d

Pi d e f 9 h i a b c

Ps f d e i g h c a b

Po e f d h i g b c a

576. Irgend zwei Inflexionstripel, welche coniiexen In-

flexionsgruppen angehören, liegen allemal in einem Kegel-

schnitt.

Beweis. Ist ab c ein der einen Gruppe angehörige*

Tripel, und pi irgend ein Punct der connexen Gruppe, so

gehen die Strahlen px (a b c) durch drei in gerader Linie lie-

gende Wendepimete [573], und folglich [232] giebt es einen

Kegelschnitt, der durch ab c geht und in p,. osculirt. Bilden

dann p^ , /;,, mit px ein Tripel
;
so liegen pi p^ pv nach [568]

mit a b c in einem Kegelschnitt.

577. Wenn zwei Inflexionstripel ab c und x y z in einem

Kegelschnitte liegen, so gehören sie connexen Inflexions-

gruppen an.

Beweis
geht, der in

Da durch das Tripel x y z ein Kegelschnitt

ab c schneidet, so giebt es drei durch ab c

gehende Kegelschnitte, die resp. in x, y und z osculiren [569];

da aber ab c selbst ein Tripel bilden , so treffen die von x, y
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und z nach a b c führenden Strahlen die Curve in Wende-
puncten [569 Zus.], und folglich gehören ab c und x y z con-

nexen Inflexionsgruppen an.

§• 2.

578. Legt man durch einen beliebigen Curvenpunct a

einen in a osculirenden Kegelschnitt, der die Curve ausserdem

in q r s schneidet, so sind die acht Puncte, welche mit a zu-

sammen eine Inflexionsgruppe bilden, ebenfalls Osculations-

puncte für Kegelschnitte, die durch q r s hindurch gehen. —
Denn diese acht Puncte zerfallen in vier Paare, von denen

jedes mit a ein Inflexionstripel bildet [557]. Jeder Punct aber

der mit a zu einem Tripel gehört, ist Osculationspunct für

einen durch qrs gehenden Kegelschnitt [559,564].

Bemerkung. Wenn die Puncte a und qrs reell sind,

so sind von diesen neun osculirenden Kegelschnitten nur drei

reell, weil a nur einem reellen Tripel angehört [557].

579. Wenn ein in a osculirender Kegelschnitt die Curve

in q r s schneidet, so giebt es keine anderen durch qrs gehen-

den osculirenden Kegelschnitte, als diejenigen, deren Oscula-

tionspuncte mit a zu derselben Inflexionsgruppe gehören.

Beweis. Sei x der Osculationspunct irgend eines durch

q r s gehenden und osculirenden Kegelschnittes, d und x die

Tangentialpuncte von a und x. Dann ist [562]

d der gegenüberliegende Punct zu q r s a

x
,, „ „ ,,

qrs x.

Betrachtet man nun den durch q r s a x gehenden Kegelschnitt,

der die Curve zum sechsten Male in y schneiden möge, ein-

mal als dem Büschel [q r s d\ und dann als dem Büschel

[qrs x] angehörig, so geht

x y durch d
a y durch x,

d. h. die Puncte a x y haben die Eigenschaft, dass der Tan-

gentialpunct von a auf x y , und der von x auf y a liegt, mit-

hin [561] liegt auch der Tangentialpunct von y auf a x, und

axy bilden ein Inflexionstripel [565]. Also befinden sich x
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und y unter den Puncten der zu a gehörigen Inflexionsgruppe

[573].

Zusatz. Wenn also durch die Curvenpuncte qrs ein

osculirender Kegelschnitt gelegt werden kann, so gehen durch

diese Puncte neun solche Kegelschnitte und nicht mehr als

neun, und ihre Osculationspuncte bilden eine Inflexionsgruppe.

580. Durch drei beliebig gegebene Puncte q r s einer

Curve 3. 0. u lässt sich immer ein die Curve osculirender

Kegelschnitt legen. Es giebt also stets neun solche Kegel-

schnitte, und deren Osculationspuncte bilden eine Inflexions-

gruppe. {Steiner. Crelle 32. pag. 300.)

Beweis. Nimmt man qrs als die Hauptpuncte einer

Steiner'schen Verwandtschaft [200] an , so entspricht in dieser

Verwandtschaft der Curve u eine andere Curve 3. 0. u', welche

auch durch die. Puncte qrs hindurchgeht [206J und keine

Doppelpuncte hat, wenn die Curve u keine solchen besitzt

[207]. Ist nun d ein Wendepunct von u, und Ä dessen

Wendetangente, so hat die letztere in d mit der Curve u

drei Puncte gemein. Der Geraden Ä aber entspricht ein

Kegelschnitt A, welcher durch die Puncte qrs geht [202],

und seinerseits in a mit der Curve u drei Puncte gemein

haben muss, also diese Curve in a osculirt. Die neun Oscu-

lationspuncte a, welche eine Inflexionsgruppe bilden, ent-

sprechen also den neun Wendepuneten der Curve u . (f. August.

Grelle 68. pag. 241.)

-581. Ist L' eine Gerade, welche drei Wendepuncte

db'c der Curve u' [580] verbindet, so entspricht ihr ein

Kegelschnitt Z, welcher durch q r s und durch die drei den

Wendepuneten d b' c entsprechenden Osculationspuncte a b c

auf der Curve it geht. Da nun nach [568] der durch qrs
und zwei Osculationspuncte a b bestimmte Kegelschnitt die

Curve in demjenigen Puncte c trifft, welcher mit a b ein

Tripel bildet, so entspricht dreien in gerader Linie liegenden

Wendepuneten der Curve u ein lnflexionstripel auf it.

Verfolgt man nun entweder in [557] die verschiedenen

in einer Inflexionsgruppe enthaltenen Tripel, oder die Geraden,

auf denen die Wendepuncte der Curve u vertheilt liegen, so

ergiebt sieh folgendes: Von den neun Osculationspuncten
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a b . . . i liegen zwölf mal drei mit q r s in je einem Kegel-

schnitte Z; nämlich die zwölf Tripel, die in der von den

Puncten ab ... i gebildeten Inflexionsgruppe enthalten sind.

Diese zwölf Kegelschnitte Z bilden auf vier verschiedene Arten

Gruppen von drei Kegelschnitten, welche durch alle neun

Puncte ab.-., hindurchgehen; durch jeden der Puncte ab . . .
?'

gehen vier von ihnen, und vier von ihnen sind reell. [Steiner.

Crelle 32. pag. 300.)

582. Aus einem Wendepuncte d der Curve u gehen

drei Tangenten an diese Curve, und die drei ßerührungspuncte

m'| m\ m\ liegen in einer Geraden [341]. Nun entspricht

jeder Tangente ein durch q r s a gehender Kegelschnitt, wel-

cher die Curve u in einem Puncte m berührt; der durch die

drei Puncte m' gehenden Geraden aber entspricht ein durch

q r s und die drei entsprechenden Puncte m gehender Kegel-

schnitt. Also folgt : Durch drei Puncte q r s einer Curve

3. 0. u und irgend einen der zugehörigen Osculatioiispunctev/

lassen sich drei Kegelschnitte legen, welche die Curve u in

den Puncten m1} m
2 , m.

A
berühren, und diese letzteren drei

Puncte liegen wieder mit qrs in einem Kegelschnitte. (Steiner.

Crelle 32. pag. 300.)

583. Die 27 ßerührungspuncte m der aus den Wende-

puncten der Curve u' an diese gezogenen Tangenten haben

nach [351] die Eigenschaft, dass die Curve u in jedem von

ihnen von einem Kegelschnitte sechspunctig berührt wird.

Einem Kegelschnitte aber entspricht nach [204] eine Curve

4. 0., welche qrs zu Doppelpuncten hat. Demnach folgt:

Die 27 Puncte m, in denen die Curve u von Kegelschnitten

berührt wird , die duch qrs und je einen der Puncte ab ... i

gehen, haben die Eigenschaft, dass in jedem von ihnen die

Curve u sechspunctig berührt wird von einer Curve 4. 0.,

die qrs zu Doppelpuncten hat. (Steiner. Crelle 32. pag. 301.)

584. Wenn die Puncte qrs gegeben sind, so ist da-

durch auch die Inflexionsgruppe der Osculationspuncte ab..J

bestimmt [580]. Ist aber die letztere durch einen ihrer Puncte,

a, gegeben, so giebt es unendlich viele Puncte, welche die

Stelle der qrs vertreten können. Zieht man nämlich durch

zwei dieser Puncte z. ß. q r eine Gerade, schneidet damit die

Curve in 0, und zieht durch a eine beliebige Gerade, die in
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q r' schneidet, so sind q r .v wieder drei Puncte, durch die

ein in a osculirender Kegelschnitt gelegt werden kann. {8ieiner.

Crelle 32. pag. 301.)

Beweis. Ist ab c ein in der Inflexionsgruppe enthal-

tenes Tripel, so liegen ab C q r s in einem Kegelschnitte

[568], daher liegt a den Puncten ab es gegenüber, und q'

r

befinden sich mit a b c s in einem Kegelschnitte. Dann aber

haben q r s dieselbe Eigenschaft wie q r s [569],

585. Man kann daher durch Wiederholung dieses Ver-

fahrens nicht allein so viele Puncte q r s finden , als man
will, sondern es können zwei Puncte qr beliebig angenommen,

und dann der zugehörige s bestimmt werden. Letzteres ge-

schiebt noch leichter mit Anwendung des Satzes [232]. Ist

nämlich a und q r gegeben, so schneide man die Curve mit

a q und a r in x
, y\ ist dann z der Punct, in welchem xy

die Curve trifft, so schneidet az die Curve in dem gesuchten

Puncte s. (Steiner. Crelle 32. pag. 301.)

586. Man kann sich die Frage vorlegen, ob es unter

dem einer Infiexionsgruppe a b . . . i zugehörigen Systeme von

Puncten q r s auch Tripel geben kann? — Ist a b c ein in

der Inflexionsgruppe enthaltenes Tripel, so liegen q r <; mit

ab c in einem Kegelschnitte [568]. Wenn daher x y z ein

unter den Puncten q r s vorkommendes Tripel ist, so müssen

diese Puncte der zu ab... i connexen Inflexionsgruppe an-

gehören [577]. Umgekehrt, bilden xyz ein der connexen

Gruppe angehöriges Tripel, so liegen sie mit a b c in einem

Kegelschnitt [576], und gehören daher mit zu den Puncten

qrs [569]. Demnach sind die zwölf in der connexen Inflexions-

gruppe enthaltenen Tripel die einzigen, die in dem Systeme

der q r s vorkommen.
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Dreizehnter Abschnitt.

Curvenbüschel dritter Ordnung.

§• 1.

587. Ein System von Curven 3. 0., welche sich alle in

den nämlichen neun Puncten durchschneiden, heisst ein

Curvenbüschel 3. 0., und die neun gemeinschaftlichen

Puncte heissen die Basispuncte des Büschels. Sind u =
und v = die Gleichungen von zweien dieser Curven, so

lassen sich alle übrigen durch die Gleichung u -\- k v =
darstellen, wenn man der Grösse k alle möglichen Werthe

beilegt. Durch einen beliebigen Punct, der nicht einer der

neun Basispuncte ist, geht nur eine einzige Curve des Büschels

[145] 5 und eine beliebige durch einen Basispunct gezogene

Gerade wird in diesem Basispuncte nur von einer einzigen

Curve des Büschels berührt, denn diese ist dann durch einen

auf der gegebenen Geraden und unendlich nahe bei dem ge-

gebenen Basispuncte liegenden Punct vollständig bestimmt.

588. Alle Curven 3. 0., welche durch acht gegebene

Puncte hindurch gehen, bilden einen Büschel, denn sie haben

auch noch einen neunten Punct gemeinschaftlich [21 9].

589. Alle Curven 3. 0., welche durch sieben gegebene

Puncte hindurch gehen, bilden ein Curvennetz 3. 0.

Beweis Sind u = 0, u — 0, u" == drei dieser Curven,

die keinen weiteren Punct gemein haben, so stellt die Gleichung

(1) u -\- k u -\~ p u" —
für jeden Werth von k und ft, eine Curve 3. 0. dar, welche

ebenfalls durch die gegebenen sieben Puncte geht. Nun ist

jede der in Rede stehenden Curven durch zwei weitere passend

anzunehmende Puncte bestimmt. Substituirt man die Werthe,

welche u, u, u" in diesen beiden Puncten erhalten, in die

vorige Gleichung, so ergeben sich zwei Gleichungen, durch

welche k und fi so bestimmt werden, dass die Gleichung (1)

gerade die betrachtete Curve darstellt. Da demnach jede

durch die sieben Puncte sehende Curve 3. 0. durch eine
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Gleichung von der Form (1) dargestellt werden kann, so bilden

alle diese Curven ein Netz [195].

590. Bei einem Netze von Curven 3. 0., welche sieben

Puncte gemeinschaftlich haben , liegen die auf ihnen vor-

kommenden Doppelpuncte auf einer Curve sechster Ordnung;

und jeder Punct dieser Curve ist ein Doppelpunct für irgend

eine Curve des Netzes.

Beweis. Stellt man das Curvennetz nach [589] durch

die Gleichung

u -f- l u -f- ft u" =
dar, so müssen die Coordinaten xi der Doppelpuncte nach

[150] den Gleichungen

du
i i du

du . di

dx2 da

du

dx, ' '" dx3
'
r dxs

(2)

* du' i du"

genügen. Eliminirt man daraus l und fi, so erhält man als

geometrischen Ort für die Doppelpuncte die Gleichung

(3)

du

dXy'

du

dx2
}

du

dxJ

du du"

dx? dxi

du d u"

dx2
' dx2

du' du"

dxJ dx.

=
;

welche eine Curve sechster Ordnung darstellt, da die Elemente

dieser Determinante vom zweiten Grade sind. Umgekehrt:

genügen die Coordinaten eines Punctes x dieser Gleichung,

so giebt es auch immer ein Werthepaar X, jt, für welches

die Gleichungen (2) bestehen, d. h. es giebt eine Curve des

Netzes, auf welcher x ein Doppelpunct ist. (ßolmon pag. 158.)

591. Die sieben gegebenen Puncte befinden sich, selbst

unter den Doppelpuncten, welche auf den durch sie hindurch-

gehenden Curven vorkommen, sodass die Curve sechster Ord-

nung, welche die Doppelpuncte enthält, auch durch die ge-

gebenen sieben Puncte geht.

Beweis. Ist a einer der sieben Puncte, so kann man
DtnRfcGE, Curven dritter Ordnung. 20
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eine der Curven des Netzes dadurch bestimmen, dass man
verlangt, dass a für sie ein Doppelpunct sei, und dass sie

ausserdem durch die übrigen sechs Puncte geht, denn da als-

dann der Doppelpunct a für drei gegebene Puncte zählt [161],

so sind von der .zu bestimmenden Curve neun Puncte gegeben.

{Salmon pag. 158.)

592. Die Curve sechster Ordnung, welche die Doppel

-

puncte der durch sieben Puncte hindurchgehenden Curven

3. 0. enthält, geht nicht bloss durch die sieben Puncte hin-

durch, sondern hat diese Puncte ebenfalls zu Doppelpuncten

und ausserdem in ihnen die Tangenten mit denjenigen Curven

3. 0. gemeinschaftlich, welche in diesen Puneten ihre Doppel-

puncte besitzen..

Beweis. Nimmt man einen der sieben Puncte, welcher

a heissen möge, zur Ecke x
1
= 0, x

2
= des Fundamental-

dreiecks , so kann man nach [160] die Gleichungen u = 0,

u = 0, u" = aus [590] in der Form schreiben:

u = v
x

x
3 -f- v

2
x3 -f- v

3
=

(1) ti = ff x3
- + v'j x3 -\-v

3
=0

u" = v"\ x
3
2 -{- v"2 x3 -f- v"

3
= 0,

und darin sei

1)\ — • (-t\ 00* ' I City *^9?
I

'
' tfr A CC | ~~J

Ct cy OCtym V 4 - Cl * Oü
j

"
j

" Cl 9 */(/*)•

Die Gleichung (3) der Curve 6. 0. in [590] wird dann mit

Umstellung der Zeilen und Columnen der Determinante

2 I
^ ^2 „ | 9 I

u ^2
| O I 1a

\
X3 ~T ß~ XA~T • • • 7

a
2
X% "T" g^" X3 "T ' ' '7 ^ V

l
X

'i ~T V
2

rt
'l
X

3
2 -\-^X-ä-\----7 «W+ ^r^3+ --^ 2v\ «3+ y

'

2
'-

ff 9 I O'U 9 1 // 9 l OV Ol C\ ff I '/

" 1^+ g^3+ "', « 2^3-+^^+"V 2v 1^3 + y
2

und hat demnach die Form

VA V + V2 *,* + . . . = 0.

Dies bestätigt zunächst, dass diese Curve durch den Punct a

hindurchgeht [160]. Bildet man aber V
1
und V2 , so erhält

man

I
j

fit) . £ \f^\ vt/\
\

etil &*)

)

V
i
= a\ , a\ , 2 (a\ x

t
-j- d

2
x

2)

a"\7 a"i7 2(a'\x
1
-\-a"

2x2 )
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und diese Determinante ist Null, da sie sieh in die Summe

zweier Determinanten auflösen lässt, von denen jede zwei

gleiche Columnen enthält. Mithin hat die Curve G. 0. in a

einen Doppelpunet [160]. Man erhält ferner

+ 2«".(fe^-g !'0
+28Ä ("2B

'

i

- fl
'

i!'' )

+ «,(a>"2
—a"

2
v 2
)+a\(a"

2
v
2
—

a

2v"2
)+a"Ja./.,—,/.,».,)

oder

V
2
= 2§| (a'

2
v\ - a"2

v\) + 2^ (a\ v\ - a\ v'\)

+ 2g (a"2 », -a
?
*",) + 2g («, *;", - ^ »>,)

+ 2g («2 */, - a'2 »0 + 2g («', », - «, •,)

Es ist aber

«'«, y" — ö", w'j = «'
2 («"1 #1 + «"2 xz) ~ a"i (

a'\ x
\ + ß'2 #2)

= («"j d2
— a\ a"

2 )
x

Y

a'\ v\ — a\ v'\ = d\ {a\ x
t -f- a'

2
x

2)
— a\ {d\ x

x -f a"
2 x2)

= (d\ d2
— a\ a"

2) x2 ,

und ähnlich bei den übrigen. Setzt man also

(2) d\d2
— a\d'

2
= A, a

x
d'

2
— d\a

2
= Ä, a'

i
a
2r
—a

l
a

,

2
=Ä,

}

so erhält man

und folglich, da die Grössen v
2
homogene Functionen 2te" Gra-

des von x
x
und x2

sind,

V2
= Z(Av2 -f Äv 2 + ^'V2.)

Nun kann man aber auch der Gleichung u-\-lu -j-^/'=0

irgend einer Curve 3. 0. des Netzes die Form (1) geben, da

diese Curve auch durch die Ecke a des Fundamentaldreiecks

geht, nämlich:

(»l-H V\+P V"i ) ^3
2+ (^2+l V\+ ** V\)«3+»3+A »3 +f* y"3= °«

20'
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Wählt man unter diesen Curven diejenige aus, für welche

k, ft solche Werthe haben, dass

(3) 1 : k : p = A : A' : A"

ist, so erhält man für den Coefficienten von x
3
2

A v
x
-j- Ä v\ -j- Ä' v'-\= {aA A-\-a\ Ä -f- a'\ A'

r

)x x

-f- («2A -f-
ö'

2
^4'

-f-
«"

2
^") X

27

und dieser Ausdruck ist Null, da beide Glieder desselben we-

gen der Gleichungen (2) verschwinden. Der Coefficient von

x% dagegen verwandelt sich in \ V2
. Demnach [162] hat

diejenige Curve des Netzes, welche durch (3) bestimmt ist,

in a einen Doppelpunct und das Tangentenpaar in diesem

mit der Curve 6. 0. gemeinschaftlich. Was hierdurch von

einem der sieben Puncte bewiesen ist, kann ebenso von jedem

der sechs übrigen gezeigt werden. (Saimon. pag. 159.)

593. Auf den Curven eines Büschels 3. 0. giebt es im

Allgemeinen zwölf Doppelpuncte.

Beweis 1. Stellt man irgend eine der Curven des Büschels

durch die Gleichung

u -|- k v =
dar, so besteht die Bedingung, dass diese einen Doppelpunct

besitzt, in den Gleichungen [150

1

(*) feHM^ = o

(3) p- + Ap- = o..
]

Die Doppelpuncte, welche auf den Curven des Büschels vor-

kommen, sind daher diejenigen Puncte, deren Coordinaten

diese Gleichungen gleichzeitig befriedigen, während k zwar

veränderlich ist, aber stets in allen drei Gleichungen den-

selben Werth hat. Diese Gleichungen stellen drei Kegel-

schnittbüschel dar, nämlich die Büschel der conischen Polaren

der Ecken des Pundamentaldreiecks, in Beziehung auf die

Curven u -j- k v = des Büschels 3. 0. Nennt man die-

jenigen Kegelschnitte dieser drei Büschel, welche gleichen

Werthen von k angehören, entsprechende, so kann man auch

sagen, die Doppelpuncte sind die Puncte, welche je dreien
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entsprechenden Kegelschnitten der drei Büschel gemeinsam

sind. Nun erhält man den geometrischen Ort der Durch-

schnitte der entsprechenden Kegelschnitte der Büschel (1)

und (2), wenn man aus diesen Gleichungen A eliminirt, dieser

Ort ist also die Curve 4. 0.

/js du dv du dv
f.

^ ' dx\ 3^2 8cc2 dx t

welche durch die Basispuncte der Büschel (1J und (2), näm-
lich durch die Durchschnitte der Kegelschnittpaare

du r\ dv p. , du t\ dv ,.ö— = 0, 5— = und ^— = 0, 5— =
OX\ ' cxy dcc2 doo2

geht. Ebenso ist der geometrische , Ort der Durchschnitte

entsprechender Kegelschnitte der Büschel (1) und (3) eine

zweite Curve 4. 0.

/r\ _ du dv du CV r\

^ ' coc
l dx3 dx3 dcc

t

'

welche durch die Basispuncte der Büschel (1) und (3) geht.

Diese beiden Curven 4. O. (4) und (5) haben also die Basis-

puncte des Büschels (1) gemeinsam. Da nun durch jeden

Punct der Curve (4) zwei entsprechende Kegelschnitte der

Büschel (1) und (2), und durch jeden Punct der Curve (5)

zwei entsprechende Kegelschnitte der Büschel (1) und (3)

gehen, so gehen durch einen Durchschnittspunct der Curven

(4) und (5) drei entsprechende Kegelschnitte aller drei Büschel

(1) (2) (3) hindurch. Davon machen aber die Basispuncte

des Büschels (1) eine Ausnahme, denn ist a einer dieser

Basispuncte, so entspricht den durch a gehenden Kegelschnitten

der Büschel (2) und (3) nicht derselbe Kegelschnitt des Bü-

schels (1), vielmehr berührt der dem ersteren entsprechende

in a die Curve (4), der dem zweiten entsprechende dagegen

die Curve (5) (Vgl. die analoge Betrachtung in [93]). Die

Puncte, in denen drei entsprechende Kegelschnitte der drei

Büschel sich treffen, d. h. die gesuchten Doppelpuncte, sind

demnach die Durchschnitte der Curven (4) und (5) mit Aus-

nahme der unter diesen befindlichen Basispuncte des Büschels

(1). Zieht man übrigens auch noch die dritte Curve 4. 0.

f/>x du dv du dv r\

^ ' dcc2 c-r3 dx3 dxz

hinzu, welche den geometrischen Ort der Durchschnitte ent-
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sprechender Kegelschnitte der Büschel (2) und (3) bildet, so

müssen die gesuchten Doppelpuncte offenbar auch auf dieser

Curve liegen. Diese aber geht im Allgemeinen nicht durch

die Basispuncte des Büschels (1). Da nun die Curven (4)

und (5) sechszehn Durchschnittspuncte besitzen, von denen

die vier Basispuncte des Büschels (1) abzurechnen sind, so

bleiben 12 für die Doppelpuncte übrig. (Salmon pag. 158. Cre-

mona art. 88.)

Beweis 2. Bezeichnet man die Basispuncte des Büschels

mit 123456789 und betrachtet alle Curven 3. 0., welche durch

die Puncte 1234567 gehen, so erfüllen die auf diesen vor-

kommenden Doppelpuncte eine Curve 6.0. Ce [590]. Ebenso

erfüllen die Doppelpuncte, welche auf den Curven 3. 0. vor-

kommen, die durch 1234568 gehen, eine zweite Curve 6. 0. C\.

Demnach sind die Doppelpuncte derjenigen Curven 3. 0.,

welche beiden Netzen gemeinschaftlich sind, also durch

12345678 und daher auch durch 9 gehen und demnach dem
Büschel angehören, Durchschnitte der beiden Curven C6

und C'6 . Die Anzahl dieser Durchschnitte beträgt 36. Nun
geht aber C6 durch 1234567 und hat diese Puncte zu

Doppelpuncten [592], ebenso geht C"6 durch 1234568 und

hat diese Puncte zu Doppelpuncten. Die beiden Curven C 6

und C' e haben also die Puncte 123456 gemeinschaftlich zu

Doppelpuncten, sodass in jedem dieser Puncte »vier ihrer

Durchschnitte vereinigt liegen. Es kann aber keiner dieser

Puncte ein Doppelpunct für eine Curve des Büschels sein,

denn wäre etwa 1 ein Doppelpunct für eine dieser Curven,

so würde diese mit einer anderen Curve des Büschels in 1

zwei und ausserdem noch .acht andere, im Ganzen also zehn

Puncte gemein haben, was nicht möglich ist. Mithin müssen

von den 36 Durchschnitten von C6 und C'e die 24 in Abzug
gebracht werden, welche sich in den Puncten 123456 be-

finden, und nur 12 sind Doppelpuncte für die Curven des

Büschels. (Salmon pag. 159.)

594. Die zwölf Doppelpuncte, welche in einem Curven-

büschel 3. 0. vorkommen, haben die Eigenschaft, dass ihre

geraden Polaren in Bezug auf alle Curven des Büschels die

nämlichen geraden Linien sind; und zwar sind diese zwölf

Puncte die einzigen, welche diese Eigenschaft haben.
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Beweis. Wird der Büschel durch die Gleichung u-\-Xv=0

dargestellt, so haben die geraden Polaren eines Punctes x in

veränderlichen yi die Gleichung z/
tJ

(ttx) -j- 1 /iy {v^)
= [207].

Offenbar fallen alle diese den verschiedenen Werthen von X

angehörigen Geraden dann und nur dann in eine zusammen,

wenn die Gleichungen

A f \ du
,

du , du ,.

^y (O - y, a
- + V2 d

-
x% + ^3 ^ -

M**) = y. ^ + ya
2̂
+ ya ^ = °

die nämliche Gerade darstellen. Dazu ist erforderlich und,

hinreichend, dass

du
#

du
m

du dv ^ dv ^ dv

dx
t

' dx2
' dxs dx v

' d&2 ' doc3

sei. Diese Gleichungen liefern also die Coordinaten derjenigen

Puncte, welche., die in Rede stehende Eigenschaft besitzen.

Wie man sieht, kommen sie vollständig übereil] mit den

Gleichungen (4), (5) oder auch (1), (2), (3), in [593], welche

die Coordinaten der Doppelpuncte lieferten. (Salmon pag 157.)

595. Eine besondere Beachtung verdient ein Büschel

von Ourven 3. 0., bei welchem alle Curven folgendes mit

einander gemein haben: erstlich drei in gerader Linie liegende

Puncte a
}
b, c, sodann die Tangenten A

}
B, C in diesen und

endlich die Tangentialpuncte a, ß, y von a
}
b, c, welche dann

[230] ebenfalls in gerader Linie liegen. Bezeichnet man die

Geraden ab c und a ß y resp. mit D und F, so kann man
den Curvenbüschel nach [245] durch die Gleichung

(1) AB C — l~ Dl F=0
darstellen, worin l2 den veränderlichen Parameter bedeutet.

Bei einem solchen Curvenbüschel kann man die Anzahl 12

der existirenden Doppelpuncte nicht aufrecht halten; denn

eine dieser Curven, nämlich D2 F= besteht aus drei Ge-

raden, von welchen zwei in D zusammenfallen. Jeder Punct

der letzteren Geraden ist daher als Doppelpunct zu betrachten.

Es bleibt aber auch für diese Puncte die Eigenschaft [594]

bestehen. Nimmt man nämlich die Geraden A, B, C zu den
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Seiten x
v
==? 0, x

2
= 0, x

?j
= des Fundamentaldreiecks und

setzt

B s^ d
{
x

v
-\- d

2
x

2
-\- cl

3
x
3

F ^El /"j x
x -f- f2 x2

-[- fz
x

3 ,

sodass die Gleichung (1) übergeht in

u — x
x
x

2
x3
— PB2 F — 0,

so erhält man

^ = x
2 x3
~k 2 B(f

1
B + 2d

l
F)

(2)
|i = x,x

{
- k 2 B{f2

B + 2 d
2
F)

^ = x
l
x

2
-l2 B(f3

B + 2d
3
F)

und damit wird die gerade Polare eines Punctes x, der auf

B liegt, für den also B — ist
;
in veränderlichen iji

X2 X3 Vi *T~ tT
3 X \ Vi \

X
i
X2 lJ$ == "•

Diese ist also für alle Curven des Büschels dieselbe und zwar

nach [290] die gerade Polare des Punctes x in Bezug auf

das Dreieck A B C, welches ebenfalls eine Curve unseres

Büschels ist. Zieht man nun die Puncte der Geraden B
nicht in Betracht; so treten zuerst als Doppelpuncte die drei

Durchschnitte der Geraden A, B, C auf. Ausserdem aber

existiren, wie sich sogleich ergeben wird, noch drei Doppel-

puncte auf den Curven des Büschels.

596. Um diese Doppelpuncte zu finden, wenden wir das

in [593. Bew. 1] angegebene Verfahren an und haben dann

diejenigen Puncte zu suchen, für welche die Ausdrücke (2)

in [595] gleichzeitig verschwinden, und daher die Grösse k 2

aus je zweien dieser Gleichungen zu eliminiren. Das giebt

die drei Gleichungen

Bx
{
\x

2 (f2 B + 2 d
2
F) — x3 (f3 D -f 2 d

3
F)] =

Dx
2 i>3 (/j D -j- 2 ä

3
F) — x

x {fi
D-\-2d

{
F)^ =

Bx
3
\x\ (A /> + 2 d

x
F) — x2 (f2 B+-2d2 F)l== 0,

welche die drei Curven 4. 0. (4), (5), (6) in [593] darstellen,

deren gemeinschaftliche Puncte die Doppelpuncte sind. Aber

von diesen Curven besteht jede aus zwei Geraden und einem

Kegelschnitt, and zwar haben sie alle drei die Gerade B ge-

meinschaftlich, wodurch sich bestätigt, dass alle Puncte der-
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selben als Ooppelpuncte betrachtet werden können. »Sodann

befinden sich unter ihren gemeinschaftlichen Puncten die

Ecken

/#
2
= 0\ /^3

= 0\ /x
x
=0\

\x, = ())
7

Vi-, = 0/
' \x2

= ())

des Fundamentaldreiecks, also die Durchschnitte der drei

Tangenten A, B, C. Lässt man nun die Factoren Bxv /).>:.,,

Dx
3 fort, so kann man die übrig bleibenden Kegelschnitte

schreiben

D (/2 x2
— /*

3 xs)
-\- 2 F (d2 x2 — cl

?i
xs )
=

D {f,x, - ft
x

t ) + 2F (d,x, - d
{
x

t)
=

D {fyx
{

- f2x2) + 2 F (cl.x, - d2x2)
= 0,

und diese schneiden sich in denselben vier Puncten, denn

die Summe dieser. Gleichungen ist identisch Null, und daher

liegen die Puncte, in denen sich die beiden ersten Kegel-

schnitte schneiden, auch auf dem dritten. Unter diesen vier

Puncten aber befindet sich auch der Durchschnitt (D, F)

und dieser liegt auf der Geraden D. Ausserdem trifft diese

Gerade die drei Kegelschnitte in drei verschiedenen Puncten.

Daher haben die letzteren noch drei Puncte gemeinschaftlich,

die nicht auf D liegen. Demnach ergiebt sich, dass der in

[595] angegebene Curvenbüschel ausser den Puncten der

Geraden D und den Durchschnitten der drei Tangenten

A, B, C drei Doppelpuncte besitzt.

597. Legt man aus einem der drei Puncte a, ß, y [595],

z. B. aus y, alle Tangenten an alle Curven des Büschels, so

ist eine dieser Tangenten, nämlich C, allen Curven gemein-

schaftlich; die Berührungspuncte der übrigen aber liegen auf

einem Kegelschnitt, welcher durch den Durchschnitt der

Tangenten A und B, und ausserdem durch die Puncte a, b

und y geht. Auf demselben Kegelschnitte liegen auch die

Doppelpuncte des Büschels.

Beweis. Greift man irgend eine Curve des Büschels

heraus, so ist jede der drei Tangenten, welche ausser C aus

y an diese Curve gezogen werden können, nach [246] zugleich

Tangente an einem Kegelschnitt, welche A und B in resp.

a und b berührt, und zwar ist der Berührungspuiict der Curve
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zugleich der des Kegelschnittes. Hat die Curve einen Doppel-

punct d, so hat die Gerade, welche y mit diesem verbindet,

nach [246] dieselbe Eigenschaft, denn die Gerade yd schnei-

det dann die Curve in d in zwei zusammenfallenden Puncten.

Demnach sind die Berührungspuncte der aus y an die Cur-

ven des Büschels gehenden Tangenten (mit Ausnahme von C)

und die Doppelpuncte zugleich die Berührungspuncte der

Tangenten aus y an die Kegelschnitte eines Büschels, welche

A und B in den Puncten a und b berühren. Demnach [132]

liegen diese Berührungspuncte und die Doppelpuncte auf

einem Kegelschnitte, der die oben erwähnte Eigenschaft hat.

(Salmon pag. 160.)

598. Hieraus folgt, class die drei Doppelpuncte des in

Rede stehenden Büschels 3. 0. auf drei Kegelschnitten liegen,

welche durch folgende Puncte gehen:

der erste durch {A, B), a, b, y

„ zweite „ (B , C), b, c, a

„ dritte „ (C, A), c, a, ß.

Nimmt mau die Geraden A, B
7
C zu Seiten des Fundamental-

dreieckes und bezeichnet mit Aa , etc. die Coordinaten der

Puncte cc, etc., sowie mit Ba etc. das Resultat der Substitution

dieser Coordinaten in die lineare Function D, so sind nach

[132] die Gleichungen dieser drei Kegelschnitte folgende:

i + 5r__ 2 ^ = o
A ^ ß D

ß ^ C D

Et + it ^ 2 % = 0.
C ^ A D

599. Die drei Doppelpuncte liegen ferner auf einem

Kegelschnitte, welcher dem Dreieck ABC umschrieben ist,

nämlich auf der conischen Polare des Punctes (D, F) in Be-

ziehung auf dieses Dreieck [296].

Beweis. Die gerade Polare eines Doppelpunctes ist in

Bezug auf alle Curven des Büschels dieselbe Gerade [594].

Zwei Curven dieses Büschels sind ABC=0 und D2 F= 0,

in Beziehung auf die letztere aber geht die gerade Polare

jedes Punctes durch (D, F) [290]. Daher gehen die geraden
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Polaren der drei Doppelpuncte in Beziehung auf das Dreiseit

ABC durch (D , F) , und folglich geht die conische Polare

von (/>, F) in Beziehung auf ABC durch die drei Doppel-

puncte [273]. (Salmon pag. 159.)

600. Die Poloconik der Geraden D ist in Bezug auf

alle Curven des Büschels derselbe Kegelschnitt.

Beweis. Die gerade Polare irgend eines Punctes der

Geraden D in Bezug auf das von den Tangenten A, 2?, C
gebildete Dreieck ist nach [595] zugleich die gerade Polare

desselben Punctes in Bezug auf jede Ourve unseres Büschels.

Die Poloconik der Geraden D, als die Einhüllende aller die-

ser geraden Polaren [311] bleibt daher auch für alle Curven

des Büschels dieselbe.

601. Die Verbindungslinie zweier Doppelpuncte des

Büschels ist die Polare des dritten Doppelpunctes in Beziehung

auf die Poloconik der Geraden D. Oder: Sind o, d, o" die

drei Doppelpuncte, so ist das Dreieck o d o" der Poloconik

von D conjugirt [108].

Beweis. Wir betrachten hier die Doppelpuncte als die

Durchschnitte zweier der drei in [598] angegebenen Kegel-

schnitte, z. B. der beiden ersten, deren Gleichungen sind

0)
+ -£ - 2

-d = °

B„ C„ D
B

_i_ _S5 _ 2 — = 0.
* C D

Diese haben, wie aus [598] zu ersehen ist, den Punct b
}

d. i.

(2?, D) gemeinschaftlich und ihre drei anderen Durchschnitts-

puncte sind die Doppelpuncte o, d, d ' . Wir wählen nun

die Gleichungen der Fundamentalseiten A=
7

2? = 0, C=
in einer solchen Form, dass in Beziehung auf sie die Coordi-

naten eines der drei Doppelpuncte, z. B. o, die Verhältnisse

A:B:C=i:l:l

erhalten. Das ist immer möglich, denn wären etwa a^ : a2 : a3

die Coordinaten von o, so dürfte man die Gleichungen der

Fundamentallinien nur in der Form —= 0, —= 0, — = an-
«, at

' a z

nehmen, um in Beziehung auf diese neuen linearen Func-
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tionen für die Coordinaten von o die obigen Werthe zu er-

halten. So genommen sei dann

(2) D= dt A -{- d2 B + d
3
C.

Es kommt nun zunächst darauf an, die Coordinaten der

Puncte y und a zu bestimmen, um diese in die Gleichungen

(1) einsetzen zu können. Zu diesem Ende bemerke man,

class die Gerade yo nach [597] in o einen Kegelschnitt berührt,

welcher A und B zu Tangenten und D zur Berührungssehne

hat, dessen Gleichung also in der Form

AB = BB2

geschrieben werden kann. Bestimmt man nach [131] einen

Punct dieses Kegelschnitts durch einen Parameter {i, so ist

für diesen Punct nach (2) in [131]

/o\ > B B

und die Tangente in diesem Puncte hat nach (3) die Gleichung

(4) ft
2 A + B — 2(ik D = 0.

Nimmt man nun den Punct o als denjenigen an, dem die

Zahl p zugehört, so ist für diesen nach der obigen Annahme

A = 1, B == 1, C — 1 und daher D — d
x -f- d

2
-j- d

3

zu setzen. Für o wird also aus (3)

und damit die Gleichung der Tangente in o aus (4) in Ver-

bindung mit (2)

{dl+ d2+ dz) (A+ B
)
— 2

(
d

l
A+ d

2
B+ d

3
C
) = °-

Setzt man darin der Kürze wegen

d
i + d

2 + d
3
= 2d,

so nimmt diese Gleichung die Form

(d — di)A+{d — d
2)
B — d

3 C =
an. Dies ist nun die Gleichung der Geraden y o, und daher y

ihr Durchschnitt mit der Geraden C = 0. Setzt man aber

C=0, so folgt

• A : B = (8 — d
2 )

: — {ß — d
{ ),

und daher sind die Coordinaten des Punctes y

A
y
= d — d

2 , BY
= — (d — d

v ) }
Cy==0,'
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und damit erhält man aus (2)

])Y
= dj (ß — d2)

— d
2
(d — d

]
) = d (7/, - d

2).

'

Ganz ebenso ermittelt man auch die Werthe von ßa, Ca, Da

durch Betrachtung der Geraden uo, welche in o einen Kegel-

schnitt berührt, der B und C zu Tangenten, und D zur Be-

rührungssehne hat. Statt der Gleichungen (3) und (4) treten

daher die Folgenden auf

n 7 G

(i
2 B -f C — 2{ik D = Q,

welche durch Einsetzen der Coordinaten des Runctes o, näm-

lich A=\, B=l, C=\

und dann für die Gerade ao die Gleichung

— d
x
A -{- {d — d2) B + {ß — tfs)

£ =
liefern. Da dann a der Durchschnitt von a o mit A — ist,

so ergiebt sich

,4 = 0, Ba = d—d37 Ca = — (d — d2)

und

/>„ == rf
2

(tf — tf ) — ^ (ß — d2 )
= d (rf

2
— rfj).

Mit diesen Werthen werden nun die Gleichungen (1) der

beiden zu untersuchenden Kegelschnitte

S— d2 __ 8— d
t

2d(d1
— d2 ) __

,-v A B D
~

lll?Ä _ 8~ d* _ 2*(tf2
- tfs) = o

B C D

Es kommt nun darauf an, durch Combination dieser Glei-

chungen eine neue Gleichung zu erhalten, welche zwei durch

die vier Durchschnitte b, o, o', o" der beiden Kegelschnitte

gehende Gerade darstellt, und zwar bo und o' o'\ Zu dem
Ende werden die Gleichungen umgeformt. Schafft man bei

der ersten die Nenner fort und kehrt die Zeichen um, so

erhält man

[(ß— dj A— (d— d
2
)B] D-\-28{d

1
~ä

2)
A.B = 0,

und wenn man den identisch verschwindenden Ausdruck

[(d—d^Ä— {S— d2
)B]{— 2d.£)+ [(d—dA)A— (d—d.

2
)B]2öB
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hinzufügt

(6) [(d—d
l
)A—(d-d2

)ß]{B-2dB)-\-2dB(d—d2
){A-B)=Q.

Verfährt man ebenso mit der zweiten Gleichung (5) und

fügt den verschwindenden Ausdruck

[
(S—

d

B)C—{ß—

d

2)
B] (- 2 d>B)+ [

(d—d
3)
C- (d—d

2)
B]2dB

hinzu, so ergiebt sich

(7) [(d—d
3
)C—(d—d

2
)B](B-2dB)+ 2dB(d—d

2
)(C-B)=0.

Multiplicirt man nun die Gleichung (6) mit dl> und (7) mit

d^, addirt und bemerkt, dass

d
x
(A— B) + d

s iC—B) = B — 28

B

ist, so wird B—2dB Factor, und man erhält

(B-2ÖB) [d^d-d^A+d^d-d^B+ d^d—d^C] =0.

Diese Gleichung stellt daher zwei durch die vier Puucte

b, o, o, o" gehende Gerade dar. Von diesen geht die erste

nämlich B—2dB=0 durch b={B, B) und durch o, da ihr

durch die Coordinaten dieses Punctes, nämlich B=l, B= 28,

genügt wird, und folglich ist die andere

d
x
{d-d

x
)A+ d

2
(d—

d

2
)B+ d

3
(d— d,)C=0

die Gleichung der Geraden o'o".

Nun wird andrerseits nach [318] die Poloconik der Ge-

raden B ausgedrückt durch die Gleichung

n = fd^A -f l/d^B + j/dJC^O

oder entwickelt [103]

n=d 2 A2-\-d 2B2+d 2 C2—2d2 d3
BC-2d3

d
x
CA—2d

l
d

2
AB=^0.

Daraus erhält man

\
d-^d

x
{d

x
A-d

2
B-d

3
C), -^= d2

(-d
x
A+ d

2
B^d3 C)

und diese Ausdrücke nehmen im Puncte o, d. h. für

A = B = C = 1 die Werthe

-2d
x
{8-d

x ),
-2d

2
(d-d2), —2d

3
(d-d

3)

an. Daher erhält man für die Polare von o in Beziehung

auf II die Gleichung

d
x
(d-d

x ) A + d2
{d—d

2)
B + d

%
(d-d,) C==0,

also wiederum die Gerade o'o". {Salmon pag. 163.)



603.] Curvenbüschel. 319

602. Zieht man eine Gerade T durch einen der Tan-

gentialpuncte cc, ß, y, z. B. y, und einen der drei Doppel-

punete o, o', o" z. B. durch o, und schneidet mit ihr die Ge-

rade D in d und irgend eine (Jurve des Büschels in n und p,

so sind die letzteren Puncte allemal einander harmonisch zu-

geordnet in Bezug auf o und d. Die Durchschnitte n, p der

Geraden T mit den Curven des Büschels sind conjugirte

Punctepaare einer Involution.

Beweis. Die Puncte n, p liegen nach [245] auf einem Kegel-

schnitte desjenigen Kegels clmittbüschels, welcher die Geraden

A und B in a und b berührt, also D zur Berührungssehnc

hat. Die Gerade oy aber berührt nach [597] in o einen

Kegelschnitt desselben Büschels. Da nun die Gerade D dop-

pelt gezählt, ebenfalls einen Kegelschnitt dieses Büschels bil-

det, so sind o und d die Doppelpuncte der durch den Kegel-

schnittbüschel auf der Geraden yo erzeugten Involution, und

daher sind n und p einander harmonisch zugeordnet in Bezug

auf o und d.

Bemerkung. Dass in der That der Punct d als der

zweite Doppelpunet der Involution, d.h. [118] als der zweite Be-

rührungspunet der Geraden yo mit einem Kegelschnitte des

Büschels zu betrachten ist, geht daraus hervor, dass die Be-

rührungspunete der aus y an die Kegelschnitte des Büschels

gelegten Tangenten nach [132] auf einem Kegelschnitte liegen,

welcher durch y geht. Denn gäbe es (ausser der doppelt

gezählten Geraden D) noch einen zweiten Kegelschnitt, wel-

cher die Gerade yo berührt, so müsste der Berührungspunct

auch auf jenem durch y gehenden Kegelschnitte liegen, und

dieser daher die Gerade yo in drei Puncten, nämlich in o,

in y und in dem neuen Berührungspuncte treffen, was nicht

möglich ist.

603. Lässt man die Gerade D, welche die Berührungs-

puncte «, b, c verbindet, ins Unendliche rücken, so gehen die

Tangenten A, B, C in Asymptoten über, und die Tangential-

punete a, ß, y verwandeln sich in die Asymptotendurchschnitte.

Aus [596] folgt alsdann: Auf den Curven 3. 0., welche die

Asymptoten gemeinschaftlich haben und diese in denselben

Puncten schneiden, giebt es drei Doppelpuncte o, o', o"

.
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604. Beachtet man ferner, dass die Poloconik der un-

endlich fernen Geraden nach [319] der Kegelschnitt ist, welcher

die Seiten des von den Asymptoten gebildeten Dreiecks in

deren Mitten berührt, so folgt aus [601] : Die Gerade, welche

zwei Doppelpuncte eines Büschels von Curven 3. 0., die die

nämlichen Asymptoten haben und diese in den nämlichen

Puncten schneiden, verbindet, ist die Polare des dritten Doppel-

punctes in Beziehung auf den Kegelschnitt, welcher die Seiten

des Asymptotendreieckes in deren Mitten berührt; die drei

Doppelpuncte bilden daher ein dem genannten Kegelschnitte

conjugirtes Dreieck [108]. {Plücker. System der anal. Geom.

pag. 193.)

605. Ferner folgt aus [602], da nun auch d ins Un-

endliche rückt, und daher o in die Mitte von n und p fällt:

Wenn man bei einem Büschel von Curven 3. 0., welche die

nämlichen Asymptoten haben und diese in den nämlichen

Puncten schneiden, einen der Asymptotendurchschnitte mit

einem der Doppelpuncte durch eine Gerade T verbindet, so

liegt der Doppelpunct in der Mitte der beiden Puncte, in

denen T irgend eine Curve des Büschels schneidet. Aus die-

sem Grunde hat Plücker die Doppelpuncte die Mittelpuncte
der Curven des Büschels genannt. {Plücker. System der anal.

Geom. pag. 180.)

606. Fallen zwei der drei Doppelpuncte o-o' o" zusam-

men, z. B. o' mit o, so ist dieser Punct ein Rückkehrpunct.

— Denn da o' o" die Polare von o in Beziehung auf den in

[604] erwähnten Kegelschnitt ist, und diese nun durch o

hindurch geht, so liegt o auf diesem Kegelschnitt selbst und

ist daher nach [326] ein Rückkehrpunct. {Säimon pag. 164.)

§. 3.

607. Werden die Curven eines Büschels 3. 0. von einer

Transversale geschnitten, so bilden auf derselben die Punct-

gruppen, deren drei Puncte jedesmal der nämlichen Curve

angehören, eine cubische Involution. — Denn bezieht man
die Gleichung des Büschels u-\-Xv= auf Parallelcoordinaten,

x, y, deren Abscissenaxe mit der gegebenen Transversale

zusammenfällt, so erhält man, wenn man y ===== setzt, für
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die Abscisseu der Durchschnitte der Transversale mit den

Curven eine Gleichung von der Form (1) in [50]. {Cremuna

art. 49.)

608. Unter den Curven eines Büschels 3. 0. giebt es

vier, welche eine beliebig gegebene Gerade G berühren. Geht

die letztere zufällig durch einen Doppelpunct, so zählt dieser

für einen Berührungspunct.

Beweis. Auf der cubischen Involution, welche durch den

Büschel auf der Geraden G erzeugt wird [607] ;
giebt es vier

Doppelpuncte [50] ; in einem solchen fallen zwei Puncte einer

Gruppe zusammen, also auch zwei Durchschnitte einer Curve

mit der Geraden G. Daher berührt diese die Curve oder trifft

sie in einem Doppelpuncte. {Cremona art. 49.)

609. Geht die Gerade G durch einen Basispunct des

Büschels, so hat- eine die Gerade berührende Curve ihren Be-

rührungspunct in dem Basispuncte [587] , und ausserdem giebt

es nur noch zwei Curven, welche diese Gerade berühren. —
Aus [51] , denn in diesem Falle fällt von jeder Gruppe der

Involution ein Punct in den Basispunct.

610. Ist ein Basispunct für eine der Curven des Büschels

ein Wendepunct, und die Gerade G in diesem die Wende-
tangente dieser Curve, so giebt es ausser der letzteren nur

noch eine Curve des Büschels, welche diese Wendetangente

berührt. — Denn es tritt alsdann der in [52] betrachtete

Fall ein.

611. Wenn von den Basispuncten eines Curvenbüschels

3. 0. zwei in einen a zusammenfallen, so giebt es unter den

Curven des Büschels eine, welche in a einen Doppelpunct, und

eine, welche in a einen Wendepunct hat. Alle mit Ausnahme

der ersten haben in a eine gemeinschaftliche Tangente A.

Beweis. Zunächst ist klar, dass wenn eine Curve des

Büschels in a einen Doppelpunct hat, diese die den anderen

gemeinschaftliche Tangente A nicht berühren kann, denn dann

hätte diese Curve mit einer anderen in a drei und ausserdem

noch sieben Puncte gemeinschaftlich, was nicht möglich ist,

da zwei Curven 3. 0. nur neun Puncte mit einander gemein

haben können. Aus demselben Grunde kann es auch nicht

mehr als eine Curve mit einem Doppelpuncte in a geben.

DurJxje, Curven dritter Ordnung. 21
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Denkt man sich nun durch a eine von A verschiedene Gerade

B gezogen, und bestimmt eine Curve des Büschels durch die

Annahme eines auf B und unendlich nahe bei a liegenden

Punctes, so wird diese Curve in a sowohl von A
}

als auch

von B in zwei zusammenfallenden Puncten getroffen, und

folglich ist a für diese Curve ein Doppelpunct. Nimmt man
ferner auf der Geraden A selbst einen bei a unendlich nahen

Punct an, so bestimmt dieser eine Curve, welche in a drei

zusammenfallende Puncte mit A gemein hat, und welche daher

in a einen Wendepunct besitzt, da A nicht Tangente in einem

Doppelpuncte sein kann. {Cremona art. 47.)

§• 4.

612. In einem syzygetischen Curvenbüschel 3. 0., d. h.

[355] einem solchen, deren Curven sich in ihren gemeinschaft-

lichen Wendepuncten durchschneiden, giebt es vier Curven,

welche aus drei Geraden bestehen. Diese heissen syzyge-
tische Dreiseite.

Beweis. Nach [353] [gehen durch die Wendepuncte

einer Curve 3. 0. und daher auch durch die Basispuncte eines

syzygetischen Büschels zwölf Gerade, welche sich der Art in

vier Gruppen zu je dreien theilen, dass die drei Geraden jeder

Gruppe alle Wendepuncte enthalten. Diese vier Gruppen bil-

den daher vier syzygetische Dreiseite. Da diese vier Curven

aber zwölf Doppelpuncte enthalten, nämlich jedes Dreiseit die

drei Durchschnitte ihrer drei Geraden, so können in dem
Büschel keine weiteren Doppelpuncte [593] und daher auch

keine weiteren Dreiseite vorkommen. {Cremona art. 140. b.)

613. Hieraus folgt: In einem Büschel syzygetischer Cur-

ven 3. 0. giebt es ausser den vier Dreiseiten keine Curve mit

einem Doppelpunct. {Cremona art. 140. b.)

614. Jede Seite B eines syzygetischen Dreiseits, also

jede Gerade, welche drei Wendepuncte enthält, ist die ge-

meinschaftliche gerade Polare der gegenüberliegenden Ecke r,

in welcher nach [365] die harmonischen Polaren der betreffen-

den drei Wendepuncte sich schneiden, in Bezug auf alle Curven

des syzygetischen Büschels.

Beweis, Die conische Polare eines Wendepuncts besteht
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aus der Wendetangente und der harmonischen Polare. Letz

tere geht durch r und ist gemeinschaftlich für alle Curven

des Büschels [356]. Da demnach die conischen Polaren der

drei in Rede stehenden Wendepuncte in Bezug auf alle Cur-

ven des Büschels durch r gehen
;

so gehen nach [273] die

geraden Polaren von r in Bezug auf alle Curven des Büschels

durch die drei Wendepuncte und fallen daher mit der Geraden

R zusammen. (Cremona art. 142.)

015. Nach [366] hat man jetzt: Die zwölf Ecken der

vier syzygetischen Dreiseite sind die Punete, in welchen sich

die neun harmonischen Polaren der Wendepuncte zu je drei

treffen. Auf jeder harmonischen Polare liegen vier dieser

Ecken. {Hesse. Eigenschaften der Wendepuncte etc. Crelle'se Journ.

Bd. 38. pag. 259. 261. Cremona art. 142.)

616. Sind iu
{
w

2
tv

3
die auf einer Seite R eines syzyge-

tischen Dreiseits liegenden Wendepuncte, W
x
W2 Wz

deren

harmonische Polaren, die sich [365 1 in der der Seite R gegen-

überliegenden Ecke r treffen, und zieht man aus r die sechs

Tangenten an irgend eine Curve des Büschels, so liegen die

sechs Berührungspmiete auf drei Mal drei Geraden, von denen

je drei durch einen der Wendepuncte w
x
iu2 w%

gehen. —
(Aus [369], da r auf jeder der drei harmonischen Polaren

Wx> W2 , Wz
liegt.) Und die sechs Tangenten sind auf drei

verschiedene Arten in Involution, indem jedesmal diejenigen

zwei Tangenten conjugirte Strahlen bilden, deren Berührungs-

punete mit demselben Wendepuncte in gerader Linie liegen.

Die Doppelstrahlen der drei Involutionen sind: W
x
und rw

{ ,

W2 und rw
2 , Wz

und riv^. — Aus [370].

617. Zieht man aus einem auf der harmonischen Polare

W eines Wendepunctes iv liegenden Puncte m an alle Curven

des syzygetischen Büschels Tangentenpaare der Art, dass die

Berührungspuncte mit w in gerader Linie liegen [369], so

bilden diese Tangentenpaare conjugirte Strahlenpaare einer

Involution, deren Doppelstrahlen W und mw sind. — Denn
jedes Tangentenpaar ist harmonisch zugeordnet in Bezug auf

W und mw [370].

618. Ist r r
t
r
2

ein syzygetisehes Dreiseit, w ein auf

i\ r
2
liegender Wendepunct, und W dessen harmonische Polare,

21 *
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so sind W und riv einander harmonisch zugeordnet in Bezug

auf rr
1
und rr

2
.

Beweis. Da w auf r
x
r
2

liegt, so besteht die conisehe

Polare von w in Beziehung auf das Dreiseit r r
1
r2 nach [296]

aus der Geraden r
x
r2 und einer zweiten durch r gehenden

Geraden, die in Bezug auf r r
x
und r r

2
harmonisch zuge-

ordnet ist zu rw. Ist aber w ein Wendepunct, so ist diese

zweite Gerade die harmonische Polare W. (Hesse I.e. [615] pag.261.)

619. Sind demnach w
i
w2 w3

die drei auf i\ r
2
liegenden

Wendepuncte, und W
]
W2 W3

deren harmonische Polaren, so

sind W
{

, rit\\ W2 , rw2 \ W3i rw3
conjugirte Btrahlenpaare

einer Involution, deren Doppelstrahlen ri\ und rr
2

sind. —
[67, 45.]

620. Jede durch einen Wendepunct w eines syzygetischen

Büschels gezogene Gerade G berührt eine Curve des Büschels in w
als Wendetangente und eine andere einfach in einem anderen

Puncte. — Denn erstlich ist durch die Gerade G als Tangente

in w nach [587] eine hier berührende Curve des Büschels

bestimmt. Da aber diese, wie alle Curven des Büschels, in

tv einen Wendepunct hat, so ist G die Wendetangente an

dieser, und wird daher nach [610] nur noch von einer Curve

des Büschels berührt. Das Letztere folgt auch daraus, dass

der Berühruiigspunct jeder von w an irgend eine Curve des

Büschels gelegten Tangente auf der für alle Curven gemein-

schaftlichen harmonischen Polare von w liegen muss; diese

aber schneidet die Gerade G nur in einem Puncte.

621. Wenn bei einem syzygetischen Büschel eine durch

einen Wendepunct w gezogene Gerade eine Curve ü des

Büschels in w als Wendetangente und eine andere Curve v

des Büschels einfach in m berührt, so kann allemal u als

Fundamentalcurve und v als deren Hesse'sche Curve betrachtet

werden.

Beweis. Zu jeder Curve 3. 0. u gehört eine Hesse'sche

Curve, welche mit jener syzygetisch ist und die Eigenschaft

hat, dass [463] die in einem Wendepuncte an u gezogene

Wendetangente die Hesse'sche Curve berührt. Es giebt aber

[620] ausser u nur eine Curve v des syzygetischen Büschels,



623.] Curvenbüschel. 525

welche die Wendetangente berührt, also muss diese die

Hesse'sche Curve von u sein.

622. (Ergänzung zu [483]). Jede Curve v eines syzyge-

tischen Büschels kann als Hesse'sche Curve für drei Curven

des Büschels als Fundamentalcurven betrachtet werden, und

diese drei sind immer von einander verschieden, wenn die

gegebene Curve v nicht ein Drei seit ist.

Beweis. (Fig. 43.) Durch einen Wendepunct iv des

syzygetischen Büschels gehen drei Gerade wm, wm', wm",
welche die gegebene Curve v berühren (die Puncte mm'm"
sind dann zugleich die Durchschnitte von v mit der harmo-

nischen Polare W von iv [280]), und von diesen fallen keine

zwei zusammen, weun v nicht ein Dreiseit ist. Diese drei

Geraden sind zugleich Wendetangenten in xu für drei von

einander verschiedene andere Curven u, u, u" des Büschels

[587]; jede der Letzteren kann daher als Fundamentalcurve

zu v als einer Hesse'schen Curve betrachtet werden [621].

{Cremona art. 143.)

Fig. 43.

623. Wird ein syzygetisches Dreiseit als eine Hesse'sche

Curve betrachtet, so gehört ihr als Fundamentalcurve erstlich

dasselbe Dreiseit an [340], und dann noch eine andere Curve

des Büschels. Diese ist dadurch bestimmt, dass ihre Wende-
tangente in einem auf einer Seite des Dreiseits liegenden

Wendepuncte durch die gegenüberliegende Ecke des Drei-

seits geht.

Beweis 1. S. [483] Bew. 2.

Beweis 2. (Fig. 43.) Das Dreiseit sei r rA r
2 , und to

ein auf r, r
2 liegender Wendepunct. Die harmonische Polare

W desselben geht durch r [365], und ihr Durchschnitt mit

r
i
i\ heisse s. Geht nun die Curve v aus [622] in das Dreiseit
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r r
x
r, über, so fällt von den drei Durchschnitten mm m" der

harmonischen Polare W mit der Curve v einer nach s, und

die beiden anderen fallen nach r. Nun gehört ws, oder was

dasselbe ist, r
x
r
2

als Wendetangente in iv dem Dreiseit rr
1
r
2

an, und' dieses ist die eine Fundamentalcurve. Ausserdem

giebt es also nur noch eine andere, nämlich diejenige, deren

Wendetangente in iu die Gerade ivr ist. (Cremona art. 143.)

Fig. 43.

jn

624. Demnach giebt es in einem syzygetischen Büschel

ausser den vier Dreiseiten noch vier Qurven, von denen jede

eines der vier Dreiseite zur Hesse'schen Curve hat. (Cremona

art. 143.)

625. Eine Curve 3. 0. u, deren Hesse'sche Curve ein mit

ihr syzygetisches Dreiseit ist, hat die Eigenschaft, dass je

drei ihrer Wendetangenten , deren Wendepuncte auf derselben

Seite des Dreiseits liegen, sich in einem Puncte schneiden,

nämlich in der dieser Seite gegenüberliegenden Ecke. — Denn
ist r r

y
r
2
das Dreiseit, und w

1
iv

2
w^ die auf r

x
r
2

liegenden

Wendepuncte, so gehen die vharmonischen Polaren von iv
A
w2w%

alle drei durch r [365], folglich sind nach [623, Bew. 2]

iv{r , iv
2
r , iv

s
r die Wendetangenten an u in iv i7 iv2 , tv

s
.

626. In einem syzygetischen Büschel giebt es ausser den

vier Dreiseiten noch sechs Curven, von denen jede die Eigen-

schaft hat, dass ihre zweite Hesse'sche Curve (d. h. die

Hesse'sche Curve ihrer Hesse'schen Curve) mit der ursprüng-

lichen Curve selbst zusammenfällt. (Cremona art. 143 b.)

Beweis. Nimmt man eines der syzygetischen Dreiseite

als Fundamentaldreieck an, so kann man die Curven des

syzygetischen Büschels wie in [483] durch die Gleichung

u = ft(^ t

3
-f- x2

3
-f- x3

3
) — 6Xx

l
x2 xs

=
darstellen. Die vier Dreiseite entsprechen dann den Werthen
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I, _ I)
A

I

A
I fy Jt 1 t/l

wo a eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit bezeichnet.

Wird die Hesse'sche Curve //(m) der Curve u durch

H{u) = (ifaf
3

-f- .t-.,
3 -j- x

:

*) — 6X'x
l
x
2x3
=

bezeichnet , so gilt nach |483J die Beziehung

'-$'

Stellt man nun die zweite Hesse'sche ( !urve durch

H(H{u)) = ^"(^ + <r
2

:

' -f .r
3
3
) — Ql"x

{
x2xs

=
dar, so ist ebenso

(fi
3 — 2* :!

)

3©"
r "W " 216 *>3

216^V3 — 2 (ft
3— 2A 3

)
3

6

\yJ
6

36 i>»

Wenn nun diese zweite Hesse'sche Curve mit der ursprüng-

lichen Curve identisch sein soll, so ist dazu nothwendig und

hinreichend, dass der gefundene Ausdruck gleich — sei. Das

giebt die Gleichung

18 AV Os — 2/13
)
2 — fi[108;iV — O 3 — 2A3

)
3
] = 0.

Diese ist in Beziehung auf j vom 10., in Beziehung auf -

aber vom 9. Grade. Sie wird daher einmal erfüllt für fi= 0.

Dieser Werth liefert eines der syzygetischen Dreiseite, für

welches schon die erste Hesse'sche Curve, also auch die zweite

mit der ursprünglichen Curve zusammenfällt. Unterdrückt man

den Factor ft und setzt zur Abkürzung —= k, so erhält man

nach gehöriger Reduction die Gleichung

64Ä: — 168 Ä 6 + 12Ä 3 + 1 = 0.

Dieser müssen nun aber auch diejenigen Werthe von k ge-

nügen, welche den drei anderen syzygetischen Dreiseiten an-

gehören, nämlich k = ^, k = \a, k = ^a2
. Die linke Seite

der vorigen Gleichung muss sich also durch 8A :
- — 1 ohne

Rest theilen lassen. In der That erhält man durch Ausführung

der Division
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8k6 — 20£3 — 1 = 0,

und die sechs Wurzeln dieser Gleichung sind nun die Werthe

von k, welche den sechs Curven angehören, deren zweite

Hesse'sche Curven mit den ursprünglichen zusammenfallen.

Man kann diese Gleichung sehr leicht auflösen und erhält,

da sich

0= 5 + 3^
ergiebt, für k die sechs Werthe

(i)

3^3

3KS

^ tf!+*n,z *i_/»^o'v
Bemerkung. Man kann mit Hülfe der vorigen Betrach-

tung entscheiden , wie viele dieser Curven reell sind. Nimmt
man nämlich zum Fundamentaldreieck das reelle syzygetische

Dreiseit an, so kann man zwar nicht schliessen, dass jedem

reellen .Werthe von k auch eine reelle Curve angehört; denn

der reelle Werth k — ^ liefert das Dreiseit

<y* O I . -y* O I ^V» O ~C •y» /y» /y*
\Aj I I \JUcy \Ast\ U iJi/m x/Uty \Aj<i

(x
l

-j- x
2

-j- xz ) (x
i -J- ax2 -f- a2x3) (x

x -f- al x
2

-\- ax
3 )
=

(vgl. [354]), welches aus einer reellen und zwei conjugirt

imaginären Geraden besteht, aber man kann zeigen, dass

dieses der einzige reelle Werth von k ist, welcher nicht einer

reellen Curve angehört. Man erhält nämlich aus [354] für die

Wendetangenten an den drei reellen Wendepuncten

(0, +1, -1), (-1, + 1), (+1, -1,0)
die Gleichungen

2kx
L
-{-x

2
-\-x

3
= 0, x

±. -f-

2

k

x

2 -\-x%—0, x
l
-\-x

2
-{-2kx

3
= 0.

Diese sind daher reell, so lange k reell ist. Für k= ^ fallen sie

in die Verbindungslinie der reellen Wendepuncte x
l
-{-x2-\-x3

=0
zusammen, welche eine Seite des eben erwähnten Dreiseits

ist, für jeden anderen Werth von k aber sind sie von einander

verschieden. Da nun also die Curve für jeden von ^ ver-
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schiedenen reellen Werth von k in den drei reellen Wende-

puncten auch reelle Tangenten hat, so ist sie selbst reell.

Für imaginäre Werthe von k werden die Wendetangeriten in

den reellen Wendepuncten imaginär, und daher auch die Curve.

Hiernach zeigen die Formeln (1), dass von den sechs in Rede

stehenden Curven zwei reell und vier imaginär sind.

627. Die geraden Polaren eines Punctes h in Beziehung

auf einen Büschel 3. 0. schneiden sich nach [194] in einem

Puncte. Ist der Büschel ein syzygetischer, so ist dieser Punct

der Tangentialpunct k' von h auf derjenigen Curve des Büschels,

welche durch h geht.

Beweis. Die durch h gehende Curve des Büschels heisse

v. Dann ist die gerade Polare von h in Beziehung auf v die

Tangente an v in /* [269]. Diese geht also durch k'. Be-

trachtet man nun v als eine Hesse'sche Curve und bezeichnet

mit u eine der drei zugehörigen Fundamentalcurven und mit

h' den dieser entsprechenden conjugirten Pol zu /*, so ist nach

[459] die gerade Polare von h in Beziehung auf u die Tangente

von v in h', und diese geht, da h und ti als conjugirte Pole

einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct haben, ebenfalls

durch k'. Da. also in diesem Puncte sich die geraden Polaren

von h in Beziehung auf zwei Curven des Büschels schneiden,

so ist er der gemeinschaftliche Punct aller geraden Polaren.

(Salinem. Ou Curves of the '6d Order. Phil. Trans. Vol. 148 pag. 535. —
H. pl. Cvs. pag. 156. — Cremona art. 148.)

628. Die conischen Polaren eines Punctes p in Beziehung

auf alle Curven eines Büschels 3. 0. bilden nach [194] einen

Kegelschnittbüschel. Ist der Büschel 3. 0. ein syzygetischer,

so sind die vier Basispuncte des Kegelschnittbüschels das zu

p als Tangentialpunct gehörige Punctquadrupel p l p2 p% p± auf

derjenigen Curve des Büschels, welche durch p geht.

Beweis. Da p der gemeinschaftliche Tangentialpunct

zu p l p2 PsP4 ist, so geht nach [627] die gerade Polare jedes

dieser Puncte in Bezug auf jede Curve des syzygetischen

Büschels durch p. Dann aber geht nach [273] die conische

Polare von p in Bezug auf jede Curve des Büschels sowohl

durch p i}
als auch durch p2f pz

und pr (Cayley 1. c. [499] pag.

443. Cremona art. 148. a.)
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629. Ist p ein beliebiger Pimct einer Curve 3. 0. u,

\h Pi Ps Pi das inm a*s Tangentialpunct zugehörige Punct-

quadrupel, ferner p' p" p" das dem vollständigen Viereck

p i p2 p3 pi
' angehörige Diagonaldreieck, so ist dieses Dreieck

den conischen Polaren des Punctes p bezüglich aller mit u

syzygetischer Curven 3. 0. conjugirt (d. h. jede Seite ist die

Polare der gegenüberliegenden Ecke). — Denn diese conischen

Polaren bilden nach [628] einen Kegelschnittbüschel mit den

Basispuncten p v p.2 p3 p4 [108]. (Cremona art. 148. b.)

630. Wenn die Curven eines syzygetischen Büschels durch

die Gleichung u-\-Xu'=Q, und die Wendetangenten der

Curven u und u' in einem der Wendepuncte durch /= und

f = dargestellt werden, so hat die Wendetangente der

Curve u + In' = in demselben Wendepuncte die Gleichung

y_|_ A/'= Ü.

Beweis. Man kann die Gleichung einer Curve 3. 0.

nach [245] in der Form B2 F-\- ABC= Ö darstellen, und dann

bedeuten A, B, C drei Tangenten an der Curve, deren Be-

rührungspuncte in der Geraden B, und deren Tangentialpuncte

in der Geraden F liegen. Legt man nun die Gerade B in die

harmonische Polare W eines Wendepunctes w, so fällt F in

die Wendetangente / des letzteren, und A, B, C werden die

aus w an die Curve gelegten Tangenten f
x
T

2
Tv Die Gleichung

der Curve nimmt dann also die Form an:

u=W2 J-\-T
l
T
2
T
s
= 0,

und man kann auch umgekehrt schliessen, wenn bei dieser

Gleichungsform W die harmonische Polare eines Wendepunctes

ist, so ist / die zugehörige Wendetangente. Für eine zweite

Curve ü des syzygetischen Büschels bleibt nun die harmonische

Polare desselben Wendepunctes ungeändert, während J und

die drei Tangenten T sich ändern, daher hat u die Form

w'= W*J' + T{ T2
' T

3
' = 0.

Eine beliebige Curve des Büschels erhält also die Gleichungs-

form

u + lu = W\J + W) + T, T2
T, + IT; T2'T3

' == 0.

Nun lässt sich hierin der Ausdruck T
i
T2 T.

A + l T{

T

2 % eben-

falls in drei lineare Factoren zerlegen, denn nimmt man von
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vorne herein die Ecke x
t
=0

}
x

2
— Q des Fundamentaldreiecks

in dem Wendepuncte iv liegend an , so sind sowohl T
x
T

2
T

:i

als auch T{ T
2 TV lineare homogene Functionen von x

i
und

x
2

allein, da diese Geraden alle durch w gehen; mithin ist

auch der fragliche Ausdruck eine homogene Function von x
x

und x2
allein, und kann daher in drei lineare Factoren zer-

fällt werden. Demnach hat die letzte Gleichung wieder die

frühere Form, und folglich ist J -\- KT= die Gleichung der

Wendetangente für die Curve u -J- Kl/ — in dem Wende-

puncte w.

§. 5.

631. Die harmonische Polare W eines Wendepunctes w
schneide eine Curve des syzygetischen Büschels in m, m', m"

und die Wendetangente derselben Curve in n (Fig. 44).

Fig. 44.

Variirt man die Curve, so beschreibt die Wendetangente einen

Strahlenbüschel. Auf der harmonischen Polare bilden daher

die Gruppen der Puncte m eine cubische Involution [607], und

die Puncte n eine Punctreihe oder eine Involution ersten

Grades [48]. Jene mag durch die Gleichung

a^x3 -j- a^x 2
-f- a2x -j- a

3
-j- K(b

Qx
3

-J- b^x 1
-f- b

2
x -f- b

3)
= 0,

diese durch die Gleichung

<*o?/ + «. +A0U + 01) —
dargestellt werden, indem x den Abstand eines Punctes m,

und y den des Punctes n von einem festen Puncte auf W be-

deute. Wird nun aber der Curvenbüschel durch die Gleichung

u-\-Ku' = dargestellt, so stellt nach [630] / -f- KT =
den Büschel der Wendetangenten dar. Daher gehören in den

vorigen beiden Gleichungen diejenigen Werthe von x von y
derselben Curve an, welche gleichen Werthen von K ent-
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sprechen, und folglich [53] sind die beiden Involutionen

projectivisch in Ansehung derjenigen Punctgruppen m und
Puncte n, in denen W irgend eine Curve und deren Wende-
tangente durchschneidet. Eliminirt man nun l, so erhält man
die Gleichung

O a:
3
-f a^x1 + a2 x + a

B) (ß y + ß t )

— (&
()
x3 + &, x2 + b2x + b3) (a

Q y -f a
x )
= 0,

welche diese projectivische Beziehung ausdrückt. Setzt man
zur Abkürzung

aoß —b
Q
a =a aß^—b^a^Sb a

2ß
— b2

aQ=3c a%ß —b^aQ=d
a ß t
—b

(i
a

1
=a' a

1ß 1
—b

i
_a

i
=3b' a

2ß x

— b
2
a

l
=3c' «

3/3 1

—b3
a

1
=d'

f

so schreibt sich diese Gleichung

(!) {ay-\- (/)x*-t-3(by-{-b')x2 + 3(cy + c')x+ d!/ + #=<).

Wegen der besonderen Bedeutung der Puncte m und n

werden zwischen den Coefficienten dieser Gleichung gewisse

Beziehungen stattfinden. Wir werden diese aufzusuchen haben

;

zugleich aber kann man die Gleichung vereinfachen, wenn
man nicht die auf W stattfindenden Involutionen betrachtet,

sondern zwei mit ihnen projectivische auf einer anderen Ge-

raden. Zu dem Ende sei r
x
r
2

eine durch w gehende Seite

eines syzygetischen Dreiseits, r die gegenüberliegende Ecke

desselben, welche also auf W liegt [365]. Die Seite r
t
r
2

schneide W in s. Aus dem Wendepuncte iv ziehe man nun
Strahlen nach den Puncten mm'm" , n, s und schneide diese

Strahlen durch eine aus r parallel mit r
1
r
2 s gehende Gerade T

in [i ft' ft", v, oo, dann bilden die Puncte ft und v nach [55]

zwei unter sich und mit den Puncten m und n projectivische

Involutionen. Indem man nun den Punct r als Anfangspunct

der Strecken wählt, soll die Gleichung (1) sich auf die auf der

Geraden T befindlichen Strecken x — rp (oder r^i, r(i'
f

) und

y = rv beziehen. Dann entspricht dem Eintreten des Werthes

y = oo, dass n auf s fällt, und umgekehrt.

Nun geht aus .[623] hervor, dass wenn n auf s fällt, d. h.

wenn die betrachtete Curve das Dreiseit r r, r
2

ist, ein Punct

m ebenfalls mit s, und die beiden anderen Puncte m mit r

zusammenfallen. Und dasselbe gilt auch von den drei übrigen

syzygetischen Dreiseiten. Bezeichnet man diejenigen Ecken
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derselben, welche nach [015] auf W liegen, mit r , r" , r", und

die Durchschnitte der ihnen gegenüberliegenden Seiten mit W
durch s'

}
s", s", so fällt bei diesen jedesmal einer der be-

treffenden Puncte m auf einen Punct s, und die beiden an-

deren Puncte m auf das entsprechende r. Zunächst muss nun

also die Gleichung (1) so beschaffen sein, dass wenn y = oo

ist, wodurch sie in

ax li -\- Sbx2 -\- Sex -\- d =
übergeht, eine ihrer Wurzeln unendlich gross, und die beiden

anderen Null sind. Das erfordert, dass

a = c = d =
sei. Dadurch geht (1) über in

(2.) a'x* -f 3(fiy + b')x2 + 3 c' x -f d' = 0.

Fig. 44.

Ferner hat man zu beachten, dass nach [614] r
i
r
2

die gerade

Polare von r in Bezug auf jede Curve des Büschels ist. In

Folge dessen ist s nach [168] das harmonische Centrum ersten

Grades für den Pol r und in Bezug auf die Puncte m, m, m".

Mithin hat man nach (1) in [168]

rs . rin + =
oder

J_ ,

l^
.

l^ _3_

rm rm rvi" rs

Diese Eigenschaft überträgt sich auch auf die Gerade T. Denn
nach [54] besteht zwischen den Abschnitten x und x zweier

Geraden, welche den nämlichen Strahlenbüschel schneiden, die

Beziehung (wenn, wie hier, k = k' = ist)
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worin a, a, c gewisse Constanten bedeuten. Setzt man nun
vorübergehend

rm — xl} rm' = x2 , rm" = x.
d , rs = z,

und bezeichnet die entsprechenden Abschnitte auf T mit x\

etc., so ist

1 + i .+ --
0C\ «J?o tJ?j>

3

z

und daher auch

c—dx , , c— a'x'o
i

c— a x o

acx
l

' acx 2 acx 3

= 3(e— ßY)
«<? z

hieraus aber folgt

3

Nun sind auf der Geraden T x\ x'
2
x^ die Wurzeln der

Gleichung (2), also ist

_3 _ _.- 3c/

S '

—
«r

'

und da z = oo ist
;

so muss c' = sein. Damit reducirt

sich die Gleichung (2) auf

(3) a'x*-{-3(by -f Z>') ;r
2

-f- d' = 0.

Weitere Beziehungen zwischen den Coefficienten erhält man
aus der Bemerkung, dass die Puncte s'

7
s", s" in doppelt

ier Weise erhalten werden können, einmal dadurch, dass

zwei Puncte m zusammenfallen, denn dann fällt n auf einen

Punct s, oder dass zweitens ein m mit n zusammenfällt, dann

tritt dasselbe ein. Im ersten Falle muss y so beschaffen sein,

dass die Gleichung (3) für x zwei gleiche Wurzeln hat. Da-

für erhält man aus [9] die Bedingung

(4) a"l d' -\-A{py -\-by= 0.

Im zweiten Falle wird x=y und das giebt die Gleichung

(d + 3b) y* + Zb'if + d' = 0.

Die beiden letzten Gleichungen müssen also identisch, und

daher ihre Coefficienten einander proportional sein. Bezeich-

net man demnach mit q einen Proportionalitätsfactor , so ist
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\lr' = (j {(,' -f 3b)

12W = 3(>!/

l2M/ 2 =
t/2d' + 4// 3 = QCl'.

Da nun & nicht Null sein kann, weil dann die Gleichung (3)

kein y enthalten würde, so muss wegen der dritten Gleichung

b' = sein; dann liefert die vierte q = a' 2
, und damit die

erste

4Z/< = « 2 («' + 3&).

Diese Gleichung lässt sich nach und nach in folgende Formen
bringen

4&3 = «' 2 («' -f 2&) + a' 2 b

a°- («' -f 2&) + & («
2 — 4//-') =

(«' + 2 b) O'
2 4- & («' — 2Z>)) = 0,

und wenn man 2ab — a'b statt a'b schreibt

(a + 2&)2 («' — &)=*=0:

Demnach ist also entweder #' = — 2Z> oder «' = Z>. Um
hierüber zu entscheiden, machen wir zunächst in (3) und (4)

b' = 0, dann erhält man aus (3)

(5) aoc* -f Sbyx2
-f <f = 0,

als die Gleichung, welche die Projectivität der beiden Invo-

lutionen ausdrückt; und wenn mit 7} der einem Puncte s zu-

gehörige Werth von y bezeichnet wird, aus (4) für diese

Puncte

4&V + «? $ = 0.

Diese Gleichung liefert nun für die beiden Annahmen

1) a' == & 2) «' = — 2ft

resp.

(6) 1) Uif = — d' 2) br? =* — tf',

und ebenso erhält man aus (5)

(7) l)bx^Uyx i -\-d'= 2)— 2b x i -\-Uyx'1+ ä'=().

Bezeichnet man nun mit £ die Werthe von x
7

welche y= )j

zugehören, so dass ein % einem Puncte s, und die beiden

anderen % dem entsprechenden Puncte r angehören, so erhält

man aus (7) wenn man darin x = | und y = i] macht, und

die Gleichungen (6) berücksichtigt
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1)
gs _|_ 3^2 _ 4^3 = o 2) — 2 |

3 + 3^ £
2 —

^
3 =

;

was sich schreiben lässt

(8) 1)ß-rj) (g+2,)»=0, 2) (!-,)* (26+ 10=0.

Demnach wird bei der ersten Annahme ein § gleich tj, und

die beiden anderen einander gleich und von rj verschieden-,

nach der zweiten dagegen sind zwei 2; gleich 17,' und das

dritte davon verschieden. Von diesen beiden Resultaten ent-

spricht nur das erste den thatsächlichen Verhältnissen, mit-

hin ist die zweite Annahme zu verwerfen. Es gilt daher

die erste der Gleichungen (7), und setzt man darin jr = — Ä 3
,

so erhält man die Beziehung der Projectivität in ihrer ein-

fachsten Gestalt:

(9) x3 + 3*/x2 — 4/*3 = 0,

welche nur noch von einer Constanten, h, abhängig ist. Die

drei Puncte s' s" s" sind alsdann durch die erste der Glei-

chungen (6) bestimmt, nämlich

(10) rf — Ä 3 =
und da ferner in der ersten der Gleichungen (8) der zweite

Factor die Puncte r r" r" liefert, für diese also £ = — 2^
ist, so sind diese durch die Gleichung

(11) |3_|_ 8Ä3:= o

bestimmt. Hieraus geht hervor, dass sowohl die vier Puncte

s s' s" s", als auch die vier Puncte r r r" r" vier äquianhar-

monische [26] Puncte sind. Denn werden vier Puncte da-

durch bestimmt, dass ihre Abstände u von einem festen Puncte

der Gleichung

au* + 4ö w3 + 6cu 2 + 4 du + e =
genügen, so sind sie nach [28] vier äquianharmonische

Puncte, wenn

(12) ae — 4Z>tf + 3c2 =
ist. Nun werden die Puncte s s" s" durch die Wurzeln der

Gleichung (10) bestimmt, während für s selbst r\ = oo ist.

Man hat also hier «

«==0, 4ö = l, c = 0, rf = 0, e== — Ä3

und der Gleichung (12) wird genügt. Die Puncte r r" r'"
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bestimmen sich aus (11), und für r ist 2; = 0. Man bal

demnach

a — 1, = 0, c 0, d= 2/r. 0,

und diese Werthe genügen der Gleichung (12) ebenfalls.

Man hat also die Sätze:

Die vier Ecken r r r" r" der vier syzygetischen Dreiseite,

welche auf der nämlichen harmonischen Polare liegen, sind

vier äquianharmonische Puncte.

Die vier Puncte s s' s" s", in denen die vier Seiten der

vier syzygetischen Dreiseite, die durch den nämlichen Wende-

punkt w gehen , die harmonische Polare W des letzteren

schneiden, sind vier äquianharmonische Puncte. {Cremona

art. 144.)

Die vier Geraden, welche durch denselben Wendepunct

gehen, und jede ausserdem noch zwei Wendepuncte enthalten,

bilden einen äquianharmonischen Büschel.

Fig. 44.

^SF
632. Die Gleichung (9) in [631] gilt für jede Curve

des syzygetischen Büschels, also wenn man eine derselben

heraushebt, auch für die Hesse'schen Curve der letzteren. Be-

zeichnet man mit M, M', M" und N die Puncte, in welchen

die harmonische Polare W die Hesse'sche Curve und deren

Wendetangente in iv schneidet, und mit m, in', in" und

n die Puncte, in denen die Strahlen w (M , M'
}
M", N)

die Gerade T treffen, und setzt endlich X=rm. (oder

r\\\',.r\\\") , Y—r\\
}
so ist nach (9)

(13) A'3 + 3FJT2 — 4A3 0.

Nun ist aber nach [463] die Wendetangente wn der Funda-

mentalcurve zugleich Tangente an der Hesse'schen Curve,

und n der Berührungspunct, es fällt also jedesmal einer der

Durege, Cuiven dritter Ordnung. 22
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Puncte M nach n, d. h. der Gleichung (13) muss für X— y
genügt werden; also ist

(14) tß -f 3 Yy 2 - 4A3 = 0.

Durch die Wendetangente wird eine Curve des Büschels indi-

vidualisirt, daher enthält diese Gleichung eine Beziehung

zwischen der Fundamentalcurve und ihrer Hesse'schen Curve.

Ist die letztere, also Y, gegeben, so liefert diese Gleichung

drei Werthe von ?/; zu derselben Hesse'schen Curve gehören

also drei Fundamentalcurven [622]. Zu jedem Werthe von y
aber gehört nur ein Werth von Y, also zu jeder Fundamental-

curve nur eine Hesse'sche Curve. Ist y— 0, so folgt F=oo,
d. h. fällt n nach r, so fällt N nach s: geht also die Wende-

Fig. 44.

tangente der ursprünglichen Curve durch r, so ist ihre Hesse'-

sche Curve das Dreiseit r r
x
-rv Die drei anderen Puucte

r r' r" sind durch die Gleichung (11) bestimmt; macht man
also y

6 = — 8ä3 und versteht unter h irgend einen der drei

Werthe von ]/h 3
, so folgt

— 8ä3 + 12 Yh'1— 4ä :{ = 0,

also

Y=h
d. h. die drei zugehörigen Werthe von Y genügen der Glei-

chung (10), und N fällt in die Puncte s s" s". Hieraus folgt

wieder, was schon aus [623] bekannt ist: die vier Curven

des Büschels, deren Wendetangenten (in w) durch die vier

Puncte r r' r" r" gehen, haben die vier Dreiseite zu ihren

Hesse'schen Curven.

Betrachten wir nun die zweite Hesse'sche Curve, und

untersuchen wir, wann diese mit der ursprünglichen Curve

zusammenfällt. Der Wendetangente der zweiten Hesse'schen
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Ourve gehöre der Abschnitt F' an, betrachtet man dann

die erste Hesse'sche Curve als Fundamentalcurve, so hat mau
in (14) F statt y zu schreiben und erhält die Gleichung

¥''
-f 3 F'F2 — 4A3 = 0.

Fällt nun die zweite Hesse'sche Curve mit der ursprünglichen

Curve zusammen , so ist Y' = y und daher

F3
-J-3y F2 — 4ä3 =0.

Verbindet man hiermit die Gleichung (14) nämlich

iß + 3Yy2 — 4/« :, = 0,

so folgt

y
3 — F3 + 3 Fy (y - F) =

oder

{V - F) {iß + y Y -f- F2 + 3y Y) = 0.

Ist darin y = Y, so fällt w mit JV zusammen, d. h. die ur-

sprüngliche Curve ist ein Dreiseit, und für eine solche fällt

schon die erste Hesse'sche Curve, und also auch die zweite

mit der ursprünglichen zusammen. Nach Unterdrückung des

Factors y — F bleibt dann

iß + 4y Y+ F2 = 0,

und eliminirt man hieraus F mit Hülfe der Gleichung (14)

indem man den daraus folgenden Werth für F

v 4A3 — y
3

~~

w

substituirt, so erhält man die Gleichung

(15) iß — 20/*V — 8/> 6 = ru-

deren Wurzeln y den sechs Curven des Büschels angehören,

welche mit ihren zweiten Hesse'schen Curven zusammenfallen

und keine Dreiseite sind. Da diese Gleichung aufgelöst liefert

iß = (10 + 6j/3) Ä3
, so sind zwei ihrer Wurzeln reell, und

die vier übrigen imaginär (vgl. [626]). (Cremona art, 144 b.)

633. Die vier aus einem Curvenpuncte an die Curve

gelegten Tangenten bilden nach [376] einen Strahlenbüschel,

dessen Doppelverhältniss constant ist. Indem wir nun die

vier von iv ausgehenden Tangenten w (m, m, ??i" , n) betrachten,

22*
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können wir entscheiden, bei welchen Curven des syzygetischen

Büschels der Tangentenbüschel ein harmonischer
, und bei

welchen ein äquianharmonischer ist. Da nämlich diese Tan-
genten die Gerade T in den Puncten [i, (i', p", v treffen,

welche durch die Abschnitte x (für (i, p , ft") und y (für v)

bestimmt sind, so brauchen wir nur das Doppelverh'ältniss

dieser vier Puncte zu untersuchen. Nun sind die Puncte ft

Fig. 44.

gegeben durch die Wurzeln x der Gleichung (9), fügt man
dieser also den Factor x — y hinzu, so erhält man eine Glei-

chung, deren Wurzeln den vier Puncten (i (i' [i" v angehören,

mithin

(x— y)
(xt+ oyx2— 4ä 3

) =
d. i.

• x4 + 2yx^ — Zy 2x2 — 4h 3 x -f 4ä 3 y= 0.

Wenn aber vier Puncte durch eine Gleichung von der Form

ax x

-f Abx z + 6cx 2 + 4dx -|- e =
bestimmt sind, so sind sie nach [28] äquianharmonisch

wenn
ae — 4&dT + 3c 2 = 0,

und nach [27] harmonisch in irgend einer Zuordnung, wenn
ace -J- 2bcd — ad2 — eb2 — c3 ==

ist. Setzt man also

a = 1, b — % -\y 2
, d = —"h\ 4h 5

y,

so erhält man als Bedingung, unter welcher }i p [i' v vier

äquianharmonische Puncte sind,

Ahhy + 2h?y + f y« = | y (y* + 8**) = .

Es giebt demnach vier solche Curven, entsprechend den Wer-

then y = und y
z

-f- 8ä
3 = 0, von denen die letzteren der

Gleichung (11) genügen. Die Wendetangenten dieser Curven

gehen also durch die Puncte r r r" r'", und diese Curven

haben die Dreiseite zu ihren Hesse'schen Curven [623].
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Für die Bedingung, dass (ifi'^i'v vier harmonische l'micte

sind, erhält man ferner

- 2hhf + < h*y* - lf< - ÄV3 + i?/" =
oder

if — 20äV — 8ä6 = 0,

und das ist die Gleichung (15), welche die sechs (Jurven lie-

fert, deren zweite Hesseschen Curven mit den ursprünglichen

zusammenfallen.

Nennt man demnach eine Curve, bei welcher der Tan-

gentenbüschel ein harmonischer oder äquianharmonischer ist,

selbst harmonisch oder äquianharmonisch, so hat man die

Sätze

:

Unter den Curven eines syzygetischen Büschels giebt es

vier äquianharmonische, und diese sind diejenigen, deren

Hesse'sche Curven aus den vier Dreiseiten bestehen.

In demselben Büschel giebt es ferner sechs harmonische

Curven, und diese sind diejenigen, bei denen die zweite Hesse-

sclie Curve mit der ursprünglichen zusammenfällt. [Cremona

art. 145.)

634. Die Hesse'sche Curve v einer harmonischen Curve

u ist selbst eine harmonische Curve. — Denn in diesem

Falle ist H(u) = v und H{v) = H(H(u)) = ?/; mithin auch

B(H(v)) — H(u) = v. Dagegen sind die beiden anderen

Curven u und u"
}
welche v ebenfalls zur Hesseschen Curve

haben, keine harmonischen Curven, denn wäre dies der Fall,

so müsste H(H(ii)) = H{v) = u sein, während doch H(y)= u

ist. Demnach theilen sich die sechs in einem syzygetischen

Büschel vorkommenden harmonischen Curven in drei Paare

der Art, dass in demselben Paare jede der beiden Curven die

Hesse'sche der anderen ist.



Zusätze.

Zu Art. 15. Die hier gegebene Zeichenregel ist nur für

die auf die Seiten des Fundanientaldreiecks gefällten Perpen-

dikel von Wichtigkeit. Bei den Coordinaten kann man, da

lediglich ihre Verhältnisse in Betracht kommen, die Vor-

zeichen nach Belieben umkehren, nur muss dies bei allen drei

Coordinaten gleichzeitig geschehn.

Zu Art. 212. Die unendlich ferne Gerade [16J schneidet,

wie jede andere Gerade eine Curve 3. 0. auch in drei Puncten,

von denen zwei imaginär sein können; daher hat eine Curve

3. 0. entweder einen oder drei sich in's Unendliche erstreckende

Zweige. Die Tangenten in diesen unendlich fernen Puncten

der Curve sind die Asymptoten der letzteren. Demnach hat

eine Curve 3. 0. drei Asymptoten, von denen entweder nur

eine reell ist, oder alle drei.

Zu Art. 241. Dieser Satz kann auch so ausgesprochen

werden: Sind a, b, a drei in gerader Linie liegende Curven-

puncte, so schneidet jeder die Curve in a und b berührende

Kegelschnitt dieselbe in zwei Puncten n, p, welche mit dem

Tangentialpuncte m von a in gerader Linie liegen.

Zu Art. 316. Man kann auch umgekehrt sagen: Der

Punct a
}
in welchem die gerade Polare eines auf einer Ge-



Zusätze. 343

raclen G liegenden Punctes u die Poloconik von G be-

rührt, ist der Pol voji G in Bezug auf die conische Polare C„

von u.

Zu Art. 317. Dieser Artikel sollte in §. 1 unmittelbar

auf [315] folgen.



Bemerkte Druckfehler

5 Z. 2 v. 0. statt A
y
n~ x

iu
y
) lies Jj'-1

(,

6 „ 15 v. u. 11
link lies links.

27 „ 11 „ ))
Werthe lies Wertken.

76 in Fig. 15
,, 5 lies K.

108 Z. 14 v 0. 11 Lionville lies Liouville.

139 „ 2 v u. „ gegebene lies gegebenen

151 „ 1 V. 0. Q'
ii Q-

173 „ 18
)) J) e " —'c

193 „ 4
11 >1 c" „ b"

.

219 „ 8 v. u. 11 a2 „ ß3 .

221 „ 1
11 11 Puncta „ Punct a.










